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PACTORES Y E3CP0NENTES 
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iO-1. Faetores y dlvlslblllclad \ • . 

* Habia una vez^n a^icuitor que por toda rlqufza posela 11 - 
vacas. Este agricultoj- tenia 3 -hlj^o^ y al mvl^ <aej6 un teata- , 
mento^estipulando que {a mits^ de sus |acas. deberla ser para Car3,os,> 
•una cuarta parte para Ricardo y una sefcta parte para Oscar. Esto, 
' inquletd mucho a los h?.Jo,s, pues ninguho querla aoeptar pedazo^ de 
una vac^, como al parecer estlpi^laba i.-beBtamento', Mientras dls^. 
cutlan, pas6 por el camlno un extrafio tue llevaba una vaca al mer-^ . 
caclo. Loa trea muchachos le conflaronWl probleina y el extraflo^les^ 
dijo: "Eao ea sencillo. Les prestar^ k vaca y traten entonces de', 
hacer la reparticidn". Los-'rauchachoa est^ muy contentos porqu^ ^ 
ahora tenlan 12 vacas en vez de^ 11. Carlos tonid la mitad^ de ♦ 
ellaa, 6j Rlcjardo au cuarta parte, o sea, 35 y Oscar su sexta,jparte„ 
a- saber, 2 vacas. Las 11 vacaa ^ue el padre- habih^ :de3ado^ estab§u? 
aiora blen repartldas extrafio :cogl6 'su ,vaca jr-slguld su aandno. 

A fin dQ que no^pon^s la objeclon de ' que. los muchachos no re-- ^ 
ciblerpn exactamfente lo estipulado' en el testame^to'^/observa |ae de 
hechc cada Mno reciblo demas, porque 6 > JJ > y 2 > 
(ipodrlas demos trar esta3.deslgualda<ae€?)'. Si£ embargo, hay algo ^ 
pogpechoso acerca del probleraa / tlene*q^6 y4r con lo estipulado en 
el testamento. iQu4 es lo que hace pdslble una solucldn tan poco ^ 

uaual? • . , ■ ' 

Eata* angcdota tiene una concluaion mittematlca que deseamos conr 
s*derar ahira. Por alguna raz6n, era m^cho ma's fdcil reaolver el. 
problema a base de 12 vacas^q-ue 'a bis^gde > »L. ^Y.cual era eata 



raz6n? Pues que 5, 4 y 2 ,todos*divd^' 4xactaiaente a. 12,^ 
mientras que niiiguVio ^are^je dlvldlr exactapiente a 11. .Y^^ata es 
una dlf e^encla notable 'entre 12 y p^p. hay mchoa niimeroa que • 
dividen exactamentV* a .12, pero muy pocos que dividen a, 11. • 
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ES un PQCO molesto escribir ,5ie!npBe^ "divide exactamente a" 
y por eso utillzaremos un termlno matem^tlco mas corto en vez 
de iesa frase. 'Diremps qixe 6 'es un "factor" de 12 . porqi«e 

■6^X 2 = .12; andlogamente,H" es un factor de 12 (porque " . 
^ X>3 = 12), y asl sucesivamente. ^Es tambl^n 5 ^un factor de 
12? iEQ 2 .un factor de 12? * . 

EjL numero 5/ sin embargo, no es un factor "de 12^ porque no 
podemgs Jiallar ott^ entero tal que multipllcado per 5 d^ ,12. 

. Desde lue'gb, 1 y IE ^ tsanbi^n factores de. 12. Dado cual- 
quier entero positive, dste tendra como f actores a si mlsmo y a 
Ij debido a que tale^factores aparecert ^slempre, no tiej^n gran 

'Interns. Dq modo que llamaremos.ia 2, >, k y 6 ^ -fag tores ' 

' propios de .12; ^stos Junto con 1. y 12- so^i todos' f actores . • 
Sin embargo, el ntjmero ll- no tiene f actores proplos porqu.e.,no 
ha^y nlngun ni5mero.p,ositi-\fo, excluyendo a 1 y a 11, que sea un' 
factor de 11. Estamos ahora li-stos para dar una definition, mas _ 
precisa de factor tenlendo en cuenta que-un factor de , n es uno 

•de* dos enteros. cuyo* pro'ducto es n. » • ♦ - 

El entero m* es uri factor deP entero n si mq = n/^-donde ^ 
-~ q es un entero.' Si el entero q, no es 1 'd n, decimos 
que m es un factor proplo de n. 

iSe despren'de de esta. definsLcion que. si m es »n factor 

proplo de n, entonces m , no podra .^er tambi^n I on? 

' Toda vez que 3 ' es un factor do l8, ^es* entonces 4- un 

factor de l8? ^Sera clertg qu'e si' m. es un factor *de n. 

n . » ' ■ 

entonces ~ es un factor de n? ^Sera esto. tambi^n cierto para 

fact ores proplos? iCdmo puedes "decidlrlo?* 

Como 5 ^ es .un factor dlfe 15, decimos que ' 5 divide a I5,. 

En general, si m y ,n son enteros positives y Wi m es un 

factor de n, decimos que m divide a n, o que n eg> divisible 

'por m. ' Diremos que 0 es^dlvisible por cualquier 'eJitero disr 

.tin to de'ceroj 0 no dlvidg^ a >ningt5n n-umero. x 
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Con.1unto de proTalemas.lO-la 
En cada una^de las sigulentes preguntas, s^^ la cbntestabldn es "Si", 
escribe el numero en forma factorial cojno en la definicldn. 
contestacidn es "No",' Justlfloala de manera analoga.. 

Ejemplo. 



SI la 



^Eb 5 un factor .^5? Si, porque^ 5 x 9 = ^5- 
lEs 5 un factor de 46? No, porque no hay nlngun 
entero q tal qiie 5q = 46.' " 



un factor de 24? 
un factor de^ 24?. 
un factor de 24? ' 
un facto^tle 24? 
un factor de 24? " 
un factor de 24? 
un factor de 24? 
un factor de" 24? 
un factor de 91? 
un factor de .510? 
un factor de 204? 
un factor de 100,000? 
un factor jde 10,101? 
6 un factor 'da -20,202? 
12 un factor de '40,404? ' 

SI alguno de los sigulentes. numei^os se puede d^scomponer. en 
fac tores (es decir, si tiene fac tores propios), halla uno de 
estos factores y luego escribe el nuraero como producto de ese 
'y ota?© factor, ' 

E.1gmplo , 69 = '5 X 25 n - • 

67- no puede descomponerse -en factores. • - , 
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16. 
17, 
18. 

.19. 
20. 



8^ 

51 
52 

29 
93 



PI 
22. 


09 
37 




27.' 


123 * 


32. 


35 


23.' 


94 


* 


28. 


57 • 


33. 


•129 


24i 


55 




29. 


65. 


34. 


I4l 


25. 


<6l . 




30. 


122 


35^. 


101 



" 4 Conslderemos ahora la^ cuestldn de cdmo saber si 2 es factor- 
de iin n^mero 'dado* ^^Cuales de los nilmeros' en-los eJerciG*ios 
anWrlopes tenlan a 2 como* factor? ^Hay alguna manera senclJLla 
de saber si ^2, es factor de niimero? * ^ 
" Veamos ahora los ixumeros 5 10,* ^Cudndo es 5 f.actor de 
* \m entero? V Probableraente desde hace algtSn tlempo^ sablas que la 
represehtacidn decimal para todo mdltlplo de 3 te3:^nilna o bien 
en ,5 • o en 0, y que todo entero cuya representaclon decimal 
termlne en 5 ^ 0 es miiltlplo de , 5* Tambi^n, la re-r 
presentacion decimal de todo mi^l*lplo de *10 ternllna en* 0, y 
tqdo numeral decimal que temlna en 0 e» uii multiplo de 10. 
Esto lo.podemos oonslderar ahora de una majiera un poco dlf^r^nte: 
un-«\imero tiene a -10 comq factor si y aoletoente si tlene a 
'amtios 2 y 5 como* factores'. Las representaclones declmales 

- ^ ^ * * • 

de los numeros que 1jlenen-a 5 como factor deber^ terminar en 
'5 6 en 0, y los n\5meros que tlenen a 2* como factof». tlenen 
que ser paresj por tanto^ para que»un jiumero tenga a mibos 2' 

y ^ 5 como fac*tores sii representacldn decimal debera terminar^ 

* . * ■ %- 

ifodrlaa formular lo que acabamos de declr en terrainos de dos 



con Juntos y de los mlembros eomunes a ambos? " 

Conjunto de problemas 10 -lb 

Plensa en una regla paa?a/comprobar si un^n^imero es divisible por 
4, tambien en otrstej^ la^^vlelbilidad por 5* Los sigulentes 
ejemplos deberlan .csj^e al^unas "sugerencfas referentes a e^tas'^ 
reglas; pero no te desajilmes §1 no encuentras de momento una 
regla sencllla para la^dlvlslbllidad por 5, pues no es muy fdcil 
descubrlrlar . . - ^ 

.... ^ ; • \ 
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; -249- ^- ■ ' ' 10*1 ^'T 

. - ^* ' ^ ' / y ■ 

1, Dlvisibllldad pop 4: i'Cuales de .los 'siguientes ^n^m^ros t|enen 
' . a 4 c5mo 'faatpr? ?8,\l28, 228, 526, 3028 j' 6; 3.O6, 506,„8o6V 

2006; 18, 118, 5618; 72/572.' iTe d^s^cuenta de/la r^gla? 
iCuantos' dJ^gltos del nt5merp. tl^ea que cons^^ 

2. bivisibilidad por 5/ -iOuale^' de W slgulentes num^ito^ tieijfeii 

\a 3 como factpr? 27/ 207, a007*p72r702,.. 270l I6, 106, 6fel, ,; 
61, .1P06. iQu€ p-uedes deoir acerca de , 56 .-(obs^va qft^ , * • 

.3>^ 9), 306, 351; 315, 515,, 5129 (otrserva^.a^e * • 
" 5 + 1 + 2 + 9 >= 17)^ V de 5k'122?^ kscrlMmos ]^ ^ 

' 2558 « 2(1Q00)% 5(100) + 5(10) +.8(1) ^ ■ ■ - J, . 
2(999 + 1) +.3<99 + 1) +M9 + 1) +^(1),. ' 
■ = 2(999*) + 3<99) + 5(9) + 2Cl)^+ 5^) + 5^1) *+»8<l)- ^ ^ 
,y ' . • = (2(111) +'3(11) t .5(1>) 9 + 3 + 5 + 8) . ■ . ' ■ ■ ^ 

• . • ^ ' : = (222 + 33 + 5)9 + (2^+ 3 + 5 +"8). • ^ ; • . 

La exppesltfn* (222 + 33 + 5% W divisWe pbr 3. { il^^ Q^^?) . 
' >"iE8 2 +,-3' + '5 + 8 divisible por 3?^ ^Oj^s^rva q,ue.la suraa de. , 
los dlgitos es ^la/t.clave paW la d4,visib|lldad por , 3.- ^tet^a^de 
• forraular /esto como \ma regla, ^, *' 7 

3/'. Sl.un nihievo es ^IvifeyDle por- 9,. -i^eril tamb'i^ri^^ ; • 

3? Si un numero es divisible por 3^ ^sera tamM^n dlvls^lble * 

. por 9?- . IS. , ^ . ' 

4. iG\xil serla una. regia para la divlslbilldad per 6/>l conopfes-^ ^ 
vreglas para la divislbilldad por 2 y l3or 5?JL ' /* ./ 

5. En eacla vno'-de ios slgulentes. ejerc'lclcrs, contMa la pregunta ^ 
' e indica qu4 reglas ",de divlplbllidAd f acillt^ibn" tw. trabajo:. 

(a)^'6Ev5-',»A fapto^ -cle ,l6a,00i? ^ ^ * 
.(b)' iEs 3 \in factor >de . 37/199? . « ' . * 

(c) iEs 6J"un factor de ^^151,821? • «. , . • • 

(d) 15 .-an factor de 91,215? ^. •" * • " * 
(6) ^Es 12 ttn facto«» de l87;326,648?' ^ 
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10-2 ' • . « . -250- •, . , % , 

10-2, iJumeafes primos ; * : . . 

* ')Jemog estad© hablando acerca cle factores de enteros posltlvos 
sobre los enteros positives^ en el sentldo de .que cuandp esjcl'i'*- 

" , ' • . . . - . ' • * • 

solo adniiit7imo3 entero3-.|)os^.fclvos como valores de m/ 'n " y q. 

D^s^ luego/^podrlamps^ adraltir .entei^DS .'negati?^o^^^^ pumeros raclo-* ' 

jiales cualesqulera, o ipdn nuraerbs reales 'cu£^les%^ cbmo * 

fac tores. Pero, si pdT'^ii momenta obaasldera's estas. poslbillT ' 

. dahes, vfe^as- que nada- alladen a nuestrps^ cono^lraleritos. Si^ ' 

ejemplo, admltleras ^nteros'pegatlvos 'como f'agtoresi iencon-t^a- 

rlas en'^ efecto algp'rxuevo? " Por ejeraplc?,, -2, *2, T3y 3 ' son facr 

tores de, .^S,. iQue re^cldn hay*entre los fac tores que compren^ 

-den enteros negatlvos y los que comprendere atq^tamente -enteros • 

PQsitlvos? • ' • • . ; , » 

La sltuaolon es- muy dlf erente si admltes ^omo positCLes fac^0^ 

tore^s.de enteros positlvos todos los-numeros racionales. En i 
- ' . • • . • , 'f 

este sentido amplio el numero Bacional- y^, por ejeraplo, ser^a". j^: 

un Xacto^ de 13,'-pot'qile ==-i3. Efectivamente, ^podrlas 

pensar en sflgiin niSmero racional distlnto 5e cero que no fuera, 
en este sehjtldq, un factor de 13? Trata con por ejemplo. 

Como (- ^)(- ^) ~ encontramo^^ue - ^ es tambi^n un 
factor rabional dfe I?, ^^eria dlfigrente la sltuacion si ad- 
mites la*desGon5)Qs\cloj«f''^ factores sobre los liflinieros reales? 

Vetas/que si tra^as Qe descomponer en fac'tores 16s ente!pos 
poaitivbiJ sobre los numeros raclohale^ o sobre los nuraeros 
reales', entonces c.atJa'numero distinto de cero resulta ser un \, 
factor de todo njamero, Por lo tanto, este tipo de descomposi- 
cion en facjores nada aHadirla a nuestrb erTbendiraiento de la 
estructura del si^tema^de niimeros reales, y por ello no la cpn- • 
slderaremcxs mas. Generalmente, la descomposlcldn en factores 
sobye Iqs enteros positives nos da los resulta^Qs mas intere- 
santea, y por conslgulente cuando habl^onos de la "-descomposlcidn 
en factores^* de m^entero posiiiyo, siempre entenderemos que es^ 
sbbre los enteros positives* 



Conjunto de problemas 10 -2a 

1, A dontinuaclon aparece un conjunto dje los enteros j)ositivos 
- menores que o Iguales a ^ 100. Tacha los numeros g.ue tengan a 
2 Qsomo factor propio y escribe un 2 abajo y a la derecha.de 
Icada uhcf-de estos numeros. (Por 'ejemplo, 9* )'^2^"'^ 

11 . *12 ; 

.•21 22- 
31 32 
41 42 
> 51 ^2 .* 
«- 61 : . 65 
'71 72 
81 . 82 . 
91 92 . 

0^41 es el primer numero d*espues del 2 que no^ha sido tachado? 
Tiene que ser el 5. Tacha ahora todos^los mSme:^os que tengan a 
3 cbmo* factor propio y escribe un 3 abajo y a la derecha de cada 
upo de ellos* SI ajguno de estos numeros ya habia side tachado pol? 
tener ,2 como factot, no vuelvas a tacharlo y sigue adelante. , . 
iCual es ahora el primer numero deifi^es "del 3 que no ha sido 
tachado? '.Tlene que ser 'el 5. Tacha los numeros que tleneri a 5 
como factor propio. Gontinua el procedlmiento. Despues de la ' 

> 

quinta .etapa ,tu trabajo debe aparecer asl: « * 
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6 


7 


8 


9 


10 


i4 


15 


16' 


17 


1.8 


• 19 - 


♦ 26 


24 


• 25" 


/ - 26 


27 


28 


29 


30 


34 " 


35 




37 


> 38 


39 ^ 


^ 50a|. 


44 




46 ^ 


^7. 


48' 


49 


54 


55 


56 


'57 


•58 , 


^ 59v 

69 ' 


60 


64 


65 


66 


67- 


68 


70 


74 


75 


,76 


77 


78 . 


79 . 


80 ' 


84 


85, 


* 86 


87 


• 88 


89 


90 


94 


95 


96 


97- 


98 ■ 


99 


100 
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^Hubo algun cambio de la cus^ta a la quinta etapa? i?ot qvi6 pi 
o por qtid no?, SI encuent^ras alguna dif icultad esta pregunta 

^ tal vez te ayudaria conslderar el prlmer^umero, tachado en cad% 
etapa. ^Hasta qu^ n\5mero deberla extenders e la ll^ta par^. qu^: 
el resultado despu^s de la quinta^etapa fuera dlstdiito al r^e-. • 

^sultado despu^s de la cuartat ^ / ^• 

En con Junto de lps*prlmero3 * 100 enteros positlvos has 
tacJxado. todos los n^meroi? que tienen factores proplos. De manera 
que los numepQs restantes no *ti enen factpres proplosl Cada uno 
de estos numeros, excepto el 1, se'll&na uh ; ni^mero prlmo# 

Un numero primo es un entero posltlvo mayor 
, ^ que 1 que no tlene f actor^s propl6s\ — ^ 

iSera poslble hallar todos los numeros primos en el conjunto 
de los enteros positlvos medlante el m4to^ que acabamos de em- 
plear (llaihado la Crlba de Eratdstenes )? ^Serd poslble hallar, 
usando.. este m^todo. todos los mimeros primoB menores que un entero 
posltlvo ^ dado? ^Cual* es el prj^xlmo rjumero prctmo despu^s de 97^ 

- ; Oonjunto d£ problemas 10 -2b * * ' 

^Cudl es el mayor de los numeros primos menores que; 100?]. 
^menores que 200?, ^menores que 500? , ' • 

^Cual es^ el mayor de los factores propios* primos de raimeros 
menores que 100?, ^menores que 200?, ^menores que 500? 
Obseip/a que, en la Crlba &e Eratdstenes no hUbo Jiecesldad de 
utlllzar un niSmero prlmo mayor quj5 \7 para tachar.los nii- 
meros no primos menores qo^e 100* ^Cual serd el, niJmero 
prlmq mayor neoeaario para tachar todos los niJmeros no pri- 
mos menores que 200?, ^ menores que 500 ? 



1. 



2. 
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10-3.. DeacQmposicion en fac tores prlmoa . ' ' • * 

Volvarooa ahora a la Crlba de Eratdatenes y veamoa qui pode- 
mos aprend.er 'de ell^., Pqp ejei^plo, conaidera el numero S^j eati 
tachado y por lo tanto no ea prlmo. tCu^do tachamoa el 65? . 
el di5«rama\veraop aue ae tachd el 6> ,cuando ti'alaaj^'bainos co^^l f 
5. * Eatd a'ignlflGaT^l te delienes a'penaar en ello, .que 3 ©| el ;• 
menor de loa faqtorea priraoa de 63. (En efecto^j de:lo ^exa&aM^* 
TOoa de decir ae deaprende 'qu'e .3, ea el lienor d^.\3Jos f actcfrea prq- . 
pioa'de '^63, incliiyendo loa f actores ?pi>oploa prlmoa v 4os* no ^P^^^^i 

• iVea poy*qu^?) : " " / .\ '^'f* - • 

Yja. que 3 ea el menor de loa ^actorea ^srimos; de"« '65j,^ <aiyldamoa 
por ^1. 'El reaultado ea 23f, y una vez maa "po.demo^ i^3ca]?d;i^ar nueatra 
liata cfe nilmeroa parsr avSriguar al 21 ea ">rlm9. -^V^cop^^^ que 
no 10 eq y que en efecto 3 9S un factor de '-.Divddfe" il por 
3 y obijlenea 7^31 buscaa el 7 • en la llata*; eiiGo^itrarda" qwe no 
eata tachado, por " lo tanto/ 7 ea primo y no ^adnd-te tiia deacompoal- 

♦ cic5n en factorea. ^Qu^ .hemos aprendldo de toido- eato? ■Remoa expre- 
. 8ado*63 como el product© 3 por 3 por * 7ry.>la *signlflcacl<5n' 

de eato ^a que eatoa faptorea de 63 aon.todpa priraos,; En otraa^ 
palabraa, logranioa •epcrlblr 63 corao un producto de f aatorea prl- 

inoa: 63 = 3 X 3x 7- . ' . " 

Apllqueinoa el miamo procedlmlento al 60.'": ^Qu^ numero primo 
conaiderabaa- cuando -bachaate el 60? iQu^ reaultaaoi obtienes al . 
,divldir 60.^p"br eate ni^ero? GontlniSa el prdcedimlento.^^J^ii^^ 
repreaentacldn qbtlenes dfe 60 como proditcto de numeroa prlmoa? 

■ ^ ' , Conjunto de problemaa 10-^ . • ^ 
1". Utllizando la Crlba de Erat(5atenea, eaerlbe' cadk^uno de los 

algulentea nuraeroa como un producto de factoi^ea prlmoan ^ , 

k, ,16, 37, ^8, " 50, 18,-96, 99/ 78,''% 12. .^ 
2. En Qada'uno de loa algulentea ejerci'clos, halla ei entero 
' poaltivo "que tenga la deacompoalcldn en factores prlraois dada: 
(a)« 2x2x7 (^) Txil- ' (e) 7x7 * 
(t)) 2x3x5 (d) 2x3x3x3 (f) 2^x2x3x3 



V Cpmo podr^ ver, un entero positive pu'ede *conslderai*se como 
"compu'esto" de un oierto ntimero de f-ac tores '^rimos. Asl, 63" 
estd compx^to.'de dos • y un "Ji 60 es^a compuesto de dos .2, ♦ 
**un 3' y 'lan 5: Tendreraos muchas ocasiones de utlllzar esta clase 
de descoraposicidn en factores de un entero posltlvo, que llamare^ 
• mos "descompos^cida en factored prlmos"./ Pero ahora surge, un pro- 
^blema: iCqmo harlamos" esto ii4*smo cpai un numero que nb aparezca ' 
en nuestravlitTsta a?it^iior^**" SI te*,^iden la desoomposlcldn en fao- 
tores" primos de |'44," tal yez se/te ocurra extender la llsta* desde 
100 hasta • l44;^ Pero-, <,f *si ^uinero*en cuesJtlon fuera 1764?"- 
* • Tal vez- pue'das. Idear .^^^^iSaaera de hacer lo mlsmq sin^la ayuda 
. . de l#.criba. ;"I)espuds de /to^^^^ lo qji« tuvl^te en cuenta 

ai oonstrulrl|i? ; Prdmero ,mafcaste con un todos'los <«i5meros 
que eran miiltiplos proplqs de 2j el primer numeio no* maroado ' era > 
el 5, -y procediste .a raaroar todos loa mSmeros cjue eran multlplos ■ 
■ .,|>roplos del" 3, V suceslyam^te. i;.uego oonslderaste el 5 y* , 

• luego ei 7. / iQu^' olase* de n\$meros eran ^stos : 2, 3, 5,. 7, etc, ? 
Eran senaillamen;€e los niJmeros primos. Asl, si 2 era 'Vn kctor 

- propip de \in ni|rhero dado,* se tachaba el numero ouando- estdbamos' 
,^ trabajahdo CQpf los mtiltiplos de 2j».sl 2 no era un factor p^poplo 
pero ad! lo e|»a 3, en tonces . se. tachaba el numero' cuando est^bamos 
trabajando pbn los raultlplos 'de 3, y asl sucesdvamente^ SI el 
numero /nV ^tenla -factores proplos; es decir,\sl era prlrao, *no se 
tachaba,/ / • ^ . * . 

^ffr^^mos ahori do obteneij, sin la ayuda de la criba, la des- ./ 
con^o^^idn en factores primos de, dlgamos 1764. Prlmero ensa- 
yamosJ&on 2. (Convlene empezar con el factor pr±rao mis pequeflo. ) 

* 2^''.^' un factor de 1764? Por las reglas que aprendlmos saise- 
. /mp^Aue la cont^tacldn es, "Sl"j 1764 = 2 x 882. Trahajeraos 

y' mpr^ jion '882, cqmo, si estu^vleraraos utillzando la crlba. ^Es 
' // factor de^ 882? Sl,,lo esj .y 882 = 2 x 441. Trabajeipos 
^//ahkbra con 44l. ^Es- 2 un factor de 44l? No, nq lo esj de * 
/ / raodo qu« si nuestra criba hublera lAcluldo el 441, no lo habrlamos 
tachado al consldera:r los raultlplos de 2. " El proximo numero * 
prime despues del 2 es' el ' 3, y, por lo tahto, tenemos.qu'e 

. ; . . .:• ■ - ■ C 
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al^44l, enc6i^ti»aras qtie .divide 
, T e£ f^ctar de 44^, de modo 



comprobar ^ora. ai 441 ,es o ]piO uii^ultipl'o de 3. Si apj(;ics.s I'a 
regla de divlslMVldad por ' 3 al 
a (4 + \^ 1), y, po:Qj lo tanto^ 

que 16 hul^eramos tachado en la crlba al c^mlderai* los multiples 
de- 5. Expresamos ahor^a* ^1 como 3 x^1^7* No tlene^sentido' 
investlgar si 2\ es f actoij^ de 147, puesto que' pi lo fuera, lo 

* serfa^ tambien de 44i: {^por que?)^ 'PeVo 5 divide a l47j y bb^; * 
tenemos l47«^5, x 49^ ' El numero 49, a su vez, es^ 7 x^7,^y 7^^'\ 

• es un niiinero primo/ jde i^odo que hemes termlnado* Resumiendov 

Hemos encontrado que , 1^^4 ^2x2x3x3x7x7; y estd ©b la ^j/^ 
<iescomposicidn en' fapwres primos que buscabamos, ' r 

Es un tanto a^ccmv^ la anterior j una majiera*;'^ ' 

mas concisa de svafe^io'irlo es la siguiente: ^ ' * 



J 




1764 
882 

" 441 
147 
49 

■ 7 
■ 1" 



2 
2 

♦3 



I 



V 



1 



AquI el fact^ primo i^as ^querio en cualquier ets^a esta a la dere- 
^ cha de la r^a^ y el 'bociente^ dal dividendo p<Sv el factor primo mds*- i 
pequeiio estA debajo del dlvldendo** 3^a 'descomposicidn en factores \* 
primos pueae obtenerse leyendo Xos factores a la derecha de la raya* 



OonjTjnto de problemas^ 10-3'b 

iCxxpL es el menor de "los factores pritios de 11^/ de 135^ de 
32]/, de 4^4, de 539, dl? l43? / " 

Halla la descoinposicipn en factores primos de \tps sigu^Lentes 
iineros: '98, '432, 258^, 62^, ' 180, ,1024, $78, 729, 825, '^576, 
LO98,. 486, '3375/3740, .1311, .'5922, 1008, 5005, 444, 5159, 

'1455, 2324. " . . : 



Qulzas hayas obs&rvado que hemos estado hablandQ de "la";' 

r 
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descorap9S^ci6n -eif factores primes de un entero po.siti"Vo^ como si 
estuvi^ramosv seguro^ de que s61o hay una 'tal descomposiclon en ^ 
factoresl , iCrees que esto es realmen-te cierto? ^?odrlas dar 
una razon convl^icente para elio? ]!.a'afl|Tnacil5n de"que todo 
entero positivo tlene exactamente una descoraposlcdoi^^n factores 
prlmos ge llama ifrecuentemente el Tj^orema Fundamental de**la 
Arltmetlca. ' ' . ♦ , >. % 

10^%. ^ Suma y restja de frac clones 

" -*Una *de la^ muchas aplicaciones de ,1a descomposiddn en .fac^ 
tores prlmos de*las enterosJes en la suin,a y la resta de fracclones. 
Es facil sumar b restar dos fracclones si s^s demCmlnadores son* 
' Iguales* Anterlormente encontramos que es posllDle enoplear la 
propleci(|d 'del J para camMar una fraccldn a otra Igualj pero- 
con denomlnador dlferente.' De este modo ^ansformaraos fracclones ' 
que se haa de sumar o restar, en fracclones con el^mismo denomln 
rfador* ' . 

^ Para facllitar la suraa de fracclones. todo lo posible, es de-- 
seable que este denomlnador comiSn sea el mlnlmo comun m^ltlplo 
de los denopilnadores* Deflnlmps el mlnlmo comi5n multlplo de dos 
o mds enterps dados como el entero menor que es divisible" por 
^pjt^dos los^ entero s n4§^os. ^ 

Con^ldera el problema de slmpNLlflcar esta expreslon: 



1 



PodemoB reconocer Inmedlat^ente <Jue un raultlplo corailn de los 
denomlnadores^ es su producto: 4 x 10 }^ f^5 X 6, o sea , 10,800* • 
Este numero parece muy grande* Tal^Vez ^io que hemos aprendldo 
acerca de la descomposicl6n en factores prlmos nps ayude a en- 
con trar el entero m^s pequeRo que tenga a 4^ a ip, 3i f 45^ y 
a 6 cromo factores, ^ • 

Consldera lo& factores prlmos de cada denomlnadorj . 
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. . ' lb - 2 x- 5/ . • \ • • ; * 

. "45 = 3*x 3x5, \ » 
* 6 = 2 X 5. * ' • 

Como 4 tlene que ser un factor del denominador comi5n, la descom- 
posici<5n en factores prlmos p estfe de^on^iiadoB debe contener al , 
menos' doii * 2. Tara que 10 sea un f actor *del , denominador,^ esa 
de&composlcidn debe cohtener-un 2; y un 5; ,ya tenemos un 2, por 
el requisitcf anterior de 4iue 4 sea un factor, p^rp debemos aRora . 
lnclulr\ta?{ibl^n un 5.\ Resumiend6 lo que tenemos hasta ahora: a 
.fin de que 4- y 10 sean sgabos factores del denomligptdor comiln, 
la descompoSlcldn en f act^ores. primos de ^ste debe conjbener al .menog 

dos 2 y •cm 5. ^ 

Ademds, debemos tener a 45 como factor. Esto ^signlflca que 
hay que inclulr dos *3 ademas de los dos 2 y^el 5 que ya tene- 
mos; no hay necesldad.de Inplulr otro 5 porque ya hay uno. Final- 
mente, comb 6 debe ser un~f actor del- denominador, necesltarlamos 
un 2. y un 5 en" la descomposlfelon en factores,' pe#o ya tenemos 
esos dos n-draerosl . ' ' " 

. ' Conclusldn: La descoTOposiclon en factores prlmos del mlnlmo. 
. corai5n denomlnadpr serd 2 x 2 x > -x 5 x 5- Necesltaiioa <)ada uno 
de estos factores 'y estarla demas aSadlr otrbs. ^Qw^ factores ' 
Innecesarlos contenla el denominador 10,800? 

. . 'Ahora que, hemos encontrada el.-minlmo comiin denominador, pod^"- ^ 
i|os camblar cada una de las fracclones de nuestro problema^de modo ' 
que tenga este denominador. * iCdmo. escrlblrlamos j'i Una manera , . 
sencilla de hacerlo es utlllzando la^descomposlcldrr-en fac tore S' del 
mlnlmo^comiln denominadpr y la del^ 4. El 4 contlene dos 2 y 
jS;ada mis, mlentras que el denominador ^cora\ln contlene dos 2, dos 
3 y un, 5. Asl, para camblar 4 en el denominador deseado tene- 
mos que raultlplicar por dos 3, 7 por un 5' para afiadir los fac- 
tores que faltan. ^ 



\ 

.1 



1 



1 



2X2 



X 3 X 5 

X 5/: 5 



2x2 X 3 X 3 X 5' 
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Analogamente, 



' 3 - 3 / 3 „ 2x3x3 . . 54 

Ki ' 2. X 5f ~ 2x5 2. X 3 X 3 ~ 2x2x3x3x5' 

iPuedes ahora hacer lo mlsmo con y ton Si has hecho 

I6s ^calculos arltrai^J;icos\p6rrect;amente, obtendras lo slgulenfe: 



1 



10 



1 - ^45 - 5^ - l6 + 30 \. 
Fx 2 X 3 X 5 X 5 * 



5/ ' _ ^ • • . 1 . 1 
2 X 2 X "3 -x 3 X '5 2x2x3x3 ^ 3^* 



iQu4 '^entajas tlene esta mane^a cle haqer el problema? VX)^ Njue 
^se e-^itan n\^eros grandesj el denomlnador puede dejar^e expresado 
en t^rminos de sus f actores hasta* caai termlnado. el problema y ' 
obserVa de pasQ que nunca tuvjimos que trabajar con niiraeros mayores 
que 54. Otra, ve^taja de tener el denomlnador expresado eri t^r- 
mlnos de sus fac topees es que para*reduclr el resultado a su 
"minima expresion" solo tenemos que Inv^stigar el numerador re- 
sulfeante oon resppcto" a ^ivlsibilidad por los fac tores del deno- 
minador. * \ f ^ . 

Qonjunto de problemas 10-4 c 
Bf^ctua las slgulentes sumas; 






^ 15 


21 91 


* 


. (to) 


3 4 

W - 35 






(?) 


1*1 4 ' 




• 


* (d) 


■ " iB 


-^^^ 10 2B" 7 5^ 




(e) 










20 _7_ 
: 57 ' 95 




3 


Determlna si son 


ciertos los si^iente'a enunclados : 


(a) 


8 ^ 13 
15 2T 






(b) 









21 



En citda uno de l©s siffuientes pares de'mimeros, detfermina . qu^ 



(a), Y -g- - J . . - . . 

(o) 6 ^ ; ; , . " , ■ • .': - 

En el; capltulo y ^ aprendlste que para^cualquler par de niimeros 
a, b, solamentej^a'de.las slgulentes ^^Ibllidades es ciertaj , 
a > tt., a = "b,'- 6- a.,<_j3* En cada, nn§ de los- slgaientes ejerci-., 
•<4o3; deteiTOlna/qu^ sfijibolo Indlca^ relaci6r> correcta entre : ^ 

U) • . " ' W ^ ■ \ ' ■ 

Juan^y hermano Roberto reciblan cada uno yna aslgnaclon de 
. 4l, 00 * per 'semana. Una semana su padre di Jo j "Les pagare,» 
' corao de costumbre, 00 ^a aada uno, b les pagar^ en ceh^avos- 
cualquier -niimero^menor que ' 100 aunientado en, eX mayor. d| sus f 
factores proplos primog:^ SI no son muy perezosos, tendr^ 
mucho que ganar". iOsai n\Smero. deberan escoger?, • 
Supongamos que el padre de Juan y Roberto se olvldo declr proplo 
,iCuanto ganarlan los rauchachos debido al desculdo.de su padre?^ 
Se emplea un hombre para vender trajes en la Tienda de Ropa AB. 
Se le dio a escoger el pagarle: -^EoS^-Ms. ^ de sps ventas-o 
senciilamente | ' es sus ventas.- iCyiil seria la'taejor eleccldn 
si cree que puede vender mensualraente mercanclas por yalor 'de ' ^ 
^600? Supongamos que pudlera vender $700 en^mercanclas, . 
icual serla ent6nces la mejor eleccion? si pudlera lender 
;|l000? • iCuanto" deberla vejider para ^ue ias (^rtas resultaran 
Iguales? . ► ' , 
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10*5. ' j\3.guna8 proptedaqes dfe- los factor^q ' ' 

Suponte que estuvleras bnscando dos enteros tales aue sia suma 
^sea 22 y su producto 72. Una. ma^era de hall^los serla ensayar 



todas las poslbles raaneras de dfescomponer* 72 en factorea hasta 
^*hallar un par de numeros que aatisfaga la' cond±cl<$n» Sin, embargo, 
veremos ahora que los f actores' de los nt5meros tlenen •pVopledadas . 
que nos>-permlten. descartar muchas posibilidades ain tener'que. 't 
. ensayarlas, ^La descomposi'cldn de 72 en f actores' prlmos es T 
2x2x2x5x5,.. Los dos fac tores de 72 , que Infeeresamos * 
^eben contener los tres^ 2 y los dos "3 que hay en la, descom- 
po'sicldn en f actores prlmos /de 72'. Supongamos que ios tres'. 2* , 
estuvleran "todos en un sqlo factor y no hubiera nlngtki , 2 en el 
otroj es deci'r,^tendrlamos" '(2 x 2 x*2)(5 x 3) d' , ' 

(2x2x2^ 3.) (3) (5 (2 X 2'S< 2 X 3 X 3)(l)".^ Entonces, uno 
de los fac tores serla par, mlentras que el o'tero serla Impar 
debldi a que no contlene un 2. Pero la *ama de un n\5mero par 
y uno impar es siepipi^ ImiJar, y 22 no es impar j esto es, 

. ■ ■ \ • (2 X 2 X 2) + (3 X 3) «,17 6 

' (2 X 2 X 2" X 3j + 3 = 27 " d • ^ * 

k (2 X 2 X 2 X 3 X 3) + 1 = 73. " 

^. De modo que .e^sta manera de descomponer 72 * en factores ijo es 
apropladaj deberemos rep'artlr los tre'&: ' 2 entre los dos fac- 
tores, y asl poner' dos ^ en un factor y un 2 en el otro. 
Conslderemos ah^ra los f actores 3i ^Repartlremos los dos • 
. 3 <^ poridremos* ambos en uno de los dos f actores? ^ Sabemos que 
22 no tlene a 3 como factor, pero' si reparti^raraos fos dos 
3. entre los dos fac tores de ^2, entonces oada uijo de ellos « 
tendrla a 3 como factor y*ia suma tambl^n t^drla a 3 como 
factor. Clertamente la svma no- podrla ser 2?^ 

Asl, hemos-ifj^riguado que los dos factores de 72 tienen 
- ' que "dispoherse" como sigue: . un factor contlerie dos 2 mlentras ^ 
r- que el o'tjpQ, eontiene un 2j un factor contieno^os, dos 3 mlen- 
tras que el otrojao contlene nlQgiin 3." Por la.tanto, hay sola- 
mente dos pos-lbllldadest' o los dos 3 v.an Jt^tebo a un 2 d 
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con los dos .2; es declr, las disposi clones poslbles ser^ . 
(2 X 2 X 3.x 3)(2) ;y (2 X 3 x-3)(2' x 2). Pero el producto de dos 
2 y dos 5 es' *36, qvie %s obviaraente demaslado grande, de- modo 
que los dos 3 van con el* 2 (lo que da l8) y aos otros dos 2 
forman.el otro factor, que es Como ,(2 x 3 x 3y + (2'x 2) « 22 

y . (2 X 5 X 3) (2 X 2) r» 72, Jremos encontrado nuestra contest^ci^n. 

EL razbnamiento expuesto .depende de doe Ideasj a saber, si 2 
es un factor.de uno de dos numerbs, y es tambl^n factor de la auma 
de ^stos, entonces- 2 ^era factor del otro nfiameroj y si 3 es un 
factor- de u«io de dos numeros, pero no bs un^ factor de' la suiria de 
^Stos,* entonces 3 no es un. factor del otro numero. 

D^raosibremos ahora un teorema seme^antel - * . 

. . Teorema 10 -5a. P^ra dos entefos positlvos 

b y ,c, si 2 es un factor de ambos b y ^ 
\ c, "entonces 2 es un factor de (b +. c). ^ 

' Pemostraclon. 2q i= b, dionde ^ q es un entero, porque 2 es un 
factor de . bj 2p = c, donde p es un entero/^ porque 2 es-un 

factor de c, ' - 

» ■ ' • *• 

Por lo tanto, ; ' * 

. \ ^2q+'2p = b+c, . (-iPor qu^?) 

2(q + p) = b + c, por la'propledad dis- 
- trlbutlva 

- Como q + p es un entero,, ^ . _ 

2 es un factor de (b + c). 
Por ejemplo"', el teoteraa 10-5a asegura que como 2 es un factor 
de ambos 6 y I6, sabemos ^ue 2 e^s un factor de (6 + 16). 
Toda vez que 7 es un factor de ambos 21 y '35, icrees que, 
pomo consecuencia ^7 es un factor »de (21 + 35)? Si en el 
teorema 10 -5a, sustituimos 2 por cualquier entero positive a, 
podemos demoBtrar el^resultado general i^^ 

Teorema 10 -5b. Para tres enteros positives • 
a-, b, c, si a " es un factor de ambos b y 
c, enJbonces a es un factor de (bfc)." 
La demostracidn de este teorema sera un ejerclcio del, proximo 
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» » I 
con Junto de pi'obl-emas. * I 

Otro tebrema latll es ' ^^"""''^ * ; " 

Teorema Para €res entepos posltlvos , * ' . 

• a, b, c, ^1 a -es un factor de b, y a no ' 

• " • . * es un factor de (b,+ c), entonces a*' no es ' • " 
uii f actoiif de ''c. , ' *. * ^ 7~. ' 

Demostr^lon. Supontfe que ^ a es uii factor de c; entonces 
a es un factdWe'arabos . b y c/y pc^r consigulente, es un fac- 
'tor de (b 4. cjl^. UPor qu^?)* Pero esto contfadlce la hlpotesis 
de que a no es urt factor de (b + c). ^Por lo tanto, a no es 
\in factor de c. ^ , - • ; ^ 

Como 3 es un factor de 15, y 3 n^ es un factor de 
(15 + 8)," estamos »seguros de que 3 no es un factor de 8., ' 

Uh tercer teorema que %s iStll'cuando trabajamos con factores 
es el siguiente: . • 

Teorema 10-5d . ^ Para tree - §nteros positives \^ . 

y. a, _b, c, si a e« un factor de b, 2. a es 

un factor de (b + c), -entonces' a ,es un 
] factor de c'. 

Dejamos Itf demostracidn de e|je teorema para que la hagas como 
un ejerclclo. . " * 

^ Con Junto de problemas 10 -5 . 

1. La descomposlcl6n en factores primos de 12 es 2 .x 2 x 3, 

iOu^ dos n^meros cuyo producto es 12,'tlenen suma par? '^y ^ 

■ suma Impar? iPodr^s. encontrar otra suma Impar? .(Recuerda 

que 1 es un factor de todo enter© positive. ) ^Podra ser 

3, un factor de alguna suma poslble?- . 

2.. La descoraposlcldn en factores primos de 36 es 2x2x3x3. 

\ Halia dos n\imerds ^uyo producto es 36 " y (a) cuya suma sea 

dlvislble^por 3 pero no por 2; (b]| cuya suma sea divisible 

por 2 pero no por 3j (c) -cuya suma Jio sea divisible ni "por 
2 nl por 3. ': 
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3. Lk descomposloi^n en factores primes ,de ^ 150 es . 2 .X:«3 X 5^x 
- Halla doe micros cuyd prodycto es 15O y .(a) tiuya sma sea . 
, par« (bl cyya suma sea divisible por 5 J "(o) cuya ^uma> no sea, 

> divisible .por 5. . * ' V * .o* ^^o. . 

4. , Escribe la deso«nposici6n en factored, >flirio|j|| I8. He^^^.^^ ^os ,^ 

numeros 6uyo prodTActo sea^ ^ Vv^uya frni^-^ Ca') 95 M^h ; 
^ En oadauno de los siguigntes ejerci^los, -escribe la desQomppsi-^ 
'- cidn en factores pVtoos_del primer" niSmero' y ^tillgal a par^ btis-... ' 
^,car lbs dos, n^mero^ que .tlenen el-pr^dupj^o y 1^ -suma; ind^cados t ; 
'(a) -^Product'o es" 288 y suiiia es _ 3k ,. * ' • " . • 

Xb) • " ■ 972 ^' " m' , :: ' / ■ V 

• " . " 216 " 217 • •. . - • • 

- (eo' ' . - 50i- #" " 62 . v:: ^ ^; . : 

6. EL perfmetro de un terreno rectaigulat. es de 68 pies y^ el area ^ 
es de 225 pies euadrados. .Determina el ancho y el largo, si. . 

' estos son enteros. 

7; Demuestra el teprfema 'l6-5b. . . " . . . ' 

8. "Demuestra el teo«c^a 10-5d. ♦ ^ . . 

9. Muestra que si .y es un entero^positivo, entonces y • es un 

• factor-de (3y% y'). . (Sugerencla: tJtlllza el teorema lO-^b. ). 

10 iPara qu^ entero' posltivo x es' 3 un factor de 6 + 4x? • 

• (sugerencia: Aplica el teorema 10-5d. ^Cuantos valores de x 

puedes hallar?) ' , - . j ^ 

11 Tr.es Jdvenes limpian de nieve las aceras y cobran • 50^^- oy^do 
se trataWuna.ti|nday $1.50 cu^do se trata de- una casa. 
iDe cuantas aceras 'de tiendas y cuantas de casas tendran 
quitar" la nieve para poder .repartir el ,dinero en partes igrfales? 
*iQu^ sucederia sl'fueran 4 Jovenes? . ' / r 

12. '(a) 3 ■ es un factor de . 59 Y 39 ' fs un- factor de 195- - 

, ' iPodemos deduclY que .3 eis .un factor de 195? 

( 3 es un factor de 59 5 es un, factor de 20. ^ 

• ' . iPpdemos deauoir que 3 + 5 es un factor de 39 + 20? ^ 



on 



^ - , ... , 

" (c)" 3 es. un» factor de 39 .y^ 5 es tin faotor de 20. ' 
, Y • 4P6derao9 dedyclr .que 3"^ 5 es un factpr de 39 • 20?*" ^ 

W ' '^{^) 3 ' es un factor de 39 y .3 ea un factor de 27/' 

* ^ iPodemos dedyclr que "3 - es un factor de 39 * 27? 

• (e) 3 es un factor de 39 y ■ 3 es un factor de 2.7. 
; i Ho demos Ueduclj? que 3 es un factor de 39 + 27'? 

\ (f) 3 es un factor de 39.; '^Podemos deduclr que 3^ es • 
un factor de ''39^? * • - ^ . 

(g) es un factor de 15^. iPoderaos deduclr que. 3 es- • 
- ' "~ . un.fact<^'de' 15? ^, 

(h) , 3 es un^ctor de ,39 3^ 5 es un factor de 155. 
iPot^eraos ^duclr que 3 »es un factgr de -135? 

15. ^Demuestra Ijn^igulentes teoremas: 4 • 

(a) Para -ires enteros positives a, b, c, si a es un factor 
, • . de . "b, y b es un factor de c, entonces a es un faG-6^ 

tor de c. • > * 

(b) Para cuatro enteros positives a, b, "c, -d, si" a es un 
fat5t6i» de b, y ^ c ' es un facto]^ de d, entonces ac ^>es* 

.un factor de bd. „ • ; • » . 

, (cf Para tres" enteros positive^ a, b, c, si a es un fa^ctor , 
, de* b, y a es un factor d&» c, entonces a^ • es un fac- 

tor de be. • " . 

• (d) Para dos enteros positives a y b, si a es un factor 
de b, entonces" a^ es un, factor de b^." 
14. peteiwln^ 'qud teorema del probleing I3 • Jus%lflca cada uno de 

los slgulentes: ' * . • ^ * 

• (a) 25 es un factor de (35) (15). 

; (b) 6 es un factorN^e ,(30) (7). - " . " . 

•'(c) Xl3)^- es un factor de (39) (26). 

(d)" 49 „es un factoj^de (l4)(35). • ^ 

* (e) c^ es un factor d#'' (5c) (9c) si c ^es un, entere 
positive. / • / ' . • • 

V (f ) 20ab;. fB un.factot de Cl5)(24)ab si ab es un entero 
. . positive^ * . / ■ 
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» » ' * 

10-6. Introducclon de los exponentes 

>Hemo8 vlsto. que podemos e^criblr un en^tero posltivo en t^rminos 
de 8U8 fac^res primosj ael, poj? eJ«mplo, ' > 

288 = 2 X 2 X 2 X 2 X 2 X 3* 

Es\;a notaxjidh no es rauy convenlente porque es uaxy largaj no serla 
necesarlo escrlblr "2" clnco veces si hublera otra manera mas con- 
dsa-que 2 x 2 x 2 x 2 x 2 de esorlbir "2 tornado clnco veces 
comp factor". - ' . 

\Como primer paso hacia este objetlvo, ya aabes que 5x5 ee, 
puede eacriblr como 3^. -Esto, se lee "5 al tTuadrado.". El "5" 
Indlca que vamos a raultipllcar un clerto .nMmero de 3, y el "2" 
Indlca que ese numero de* 5 es dps . En ToxmB. seme^ante, ^como 
"esorlblriamoa 2 x 2'x 2 x'2 x 2?^ El n\5mero 288 se podr4 ea- 
criblr, pues, en t^nnlnos de sus fac tores en ^XD& forma mas conclsa, 
oomo . 2^ X 3 , ^ 

•En una* escpreslon de la forma a^, necesitamos alguna manera ""de 
Lgnar los numeros Incluldos en tal expresl6n. La* "a", Q^e in- 
dlcasqu^ n\imero sp ha de tomar como factor varlas veces, se llama 
la basej ^'^^fc^n" qtie indlca las veces que "a" se toma* como factor se 
llama el eaSonente . Asl, a*^ slgnlflca un numero que'conslste en 
el f^tor a ^omado n veces i a^ se llama una potencla, o mds 
preolsamente, en^sima potencla de a. Podemos esci'lbir 

* a'^ = a X a X ... X a. , ' 

. . ' n factores . , ^ 

• >' . . 

a , se lee "a cuadrado" o "a al cuadrado". 

-a^ se lee "a cubo" o "a al cubo" 

a*^ se lee "a elevado a la en^slma potenclfei", o simplemente 
"a a la ene". . . . ^• 
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1. 



2. 



3. 



Con junto de problemas 10 -6a 

iPodrlas decir cual es el origen de los tlnnlnos "cuatoido" 
y ^'cubo"? "^i la longltud de un lado de \m cuadrack^^ 5 
puigadas, icual es el ar^aen pulgadas cuadradas? 
Utilizando^ exponentes cuando sea conveniente, halla la des- 
. composloion en factores primes deMos slgulentes numeros: 
64, 60, 80, 48, 128, 81, 49; 4i; 32, 15, 27, 29, 56, 96, 243, 
432, 512, 576, 625, T68,'686. 

En' la ejqpresldn^ a", iQ""^ dase de numero debera ser n?, 

a? " . " ^ > • \ ■ . , 

Ppdemqs consid^rar que la expresi6n a^ define una operacl6n 
b^narla que, al 'efectuarse coji los en^beros posi^vos a ^ ^ 
da ei mimerb a • \iQ^n6 slgnlflca el preguntar si esta opera- 
cldn es connfutatlva? i^s odm\itatlva? 6^^^ slgniVlearla el 
pi^eguntar si esta operacl'6n es o no asoclatlva? 



Ampllemos ntiestras noclones acerca de los exponentes. Como 

ya sabemog que Oil ' cohjunto de Iob numeros, real es es cerrado res-. 

3*2' 

pecto de la multlplioacl6rf, debe ser. cie3?to que a^ • a es el 

*♦ , * ~ 

nombre' de, un nilmero real. ^Habra un nombre m^s senclllo? Como 

Bp >ig^flca que hay <que tomar la a tres veces como factor, 

y a que hay que tomarla dos veces como factor, podemos de- 

- . a^ contlene la a cinco veces" corao factor. Es 

5 



ducir que a 
decir, • 



a' • 



factores 
A 



J. 



5 factores 




a- 



factores 



Escribe un horabre mds senclllo para cada uno de los slgulentes: 



2 

a ; 



<a 



Gonslderemos el niimero a' 



m 



n 



dondB m y 



n son enteros posltivos* 



1 



JC 



9 



,9 



* / . . , m + n faotores 

^ a"^^= ,a X a x a x ... . ^ a x a ^ a x a^x . A x = a 

- m factored n f acfeores " - 

^ • iParecerla; por tanto, razonable cle<il3:; que a a 2; a son 
nomtres del mismo n-Cimero? • g ^ 

iTe has dado "*cuenta de que hemos estado considerando a , a , 
a^, a"^, etc., es decir/exp^eslones del tlpo a^ donde n es un 
entero posj-tlvo,- pero que no hemos mencionado a ? En efecto .1 
es un e^tero 'posltivo y def inlmos a = a. , 



Conjunto de problemas 10 -6b- 
1. Escribe nombres ilR^s senclllos paz-a los sllgulentest 

(h) (x2^)(x^) 
(J) 5^^ . 2^. 







(a) 


™5 mil 


(b) 


(x5)(x^) 


(c) 


(2x2)(x) 


(d) 


(2x)(2x^) 


(e) 


(2x)(2V^ 




(27a) (3 V 



(k) 2^ . 5^ . 5 • 2^ • 3^ -"5^ 

(1) s2^ • 2^^- 

(m) M5aV)(3W)-' 

(SugerenciSt: escribe 2? en 
• t^rrainos de $us fac tores ^ • • 

primes. ) ' 

(g) (I6a2)(32£^^) • . (n). (3k2t)(3m2t) 

En los problemas ^ - 12, determina qu^ enunciados son ciertos 

y cua3,es falsos y justlfica tu contestacion en cada caso. 

2; "^ ^^^5? \ 6. 2^ . 3'5-«6^ 

' - ^ 3 . o3 J.^ ^ 



4. 2^ + 3^ = 6^ • - • B. 2^ + 2^ = 2 

5. 2^ * 3 



3 . 3^ 6^ 9. 3^ 3^ = 3^ 



ERIC 



3') 
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13. Esc3?ibe otros nombrea paam los slguientes j 
V : (^) 25(22 +^) ^ ; (d) f^a%'^- 3V) 

(b) x^{Zx^ + x^) yte) (a^ + 2^a - a^) 

- (c) , 2x^.(^\w -^x^) ' .. ^""^''^ 



' 10r7. Otraa propledadea de los gxponentes 

• , Examlnemos ahora, la fraooidn \, a 0./ jHabrd un nombre 



mds -eenclllo para esta fraccl<5n? Del signlflcado de y 8? 
' . es evl^eiite que , ' 

' * * a^ >- ; a x' a X a X a X. a 

a? a a X a • ' * 

* ' ■ ^ = a X a X ^ ^ ^ ^ ^ 

• a X a X a 

» . '■ ■ «2 w' ■ ' . ■ . ■• 

- . =" a . , , • , , 

" 5 ' 2 6 723 

Eacribe nombres mda a^ijkcllloa para: * ^« 2i_. 

, . , b^ c 3^ £? • ^ 

. en los, .que nlnguna de las varlablea tome el valor 0.* iPodr^[a , 
generalizar los resultados? Suponte que conalderamos de nuevo a 

a5 • . ^ . • ^ ' 

3> pero ahora ^azonamo s de esta mane'ra:^ 

" , _ a^=. a^-.a^ porque a""- a"" = a"" ^ 

Entoncea , ^ * 



a,^ 1 . / 3 - 2 a 
« • (a-^ • a )«; 

/I 3 2 * 

» (-y ; a )a (APor qu4?) 

, a ' 

2 * 

« 1 • a . (iPor <sa4?) 

= a '-^ (iPor qu^?) 
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9. 



Bs decir, b1 ,m > n," 



a 



a 



• 



Egpe^lficamos que *m > n pQ3pque deseamos que nx - n sea un ^ntero . J 



SI m « n, 



a" " a"' 



Si m ^ 



a a ^a 



r a"'^ a" ■ " 



a 



a 



0 



ERie 
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< \ - ■ 

Resumlendo: Cuan(a,o a ?^ 0^ tenemos^.que: 



•a-- . - ■ ■ 6? 



SI m > n entonces = a"^ ~ Por ejemplo-, = -6^. 



» Si m = n entonces ==^ = 1» ' Por ejemplo, 1. 



Si m < n entonces ,== „ „. Poi» eJemplL ^ = -4-. 



Conjtitnto de profeleroas lO-7a • ' 
1. Slipplifica: ' . . , . * 

; ^) | S '^^^^^^^^^^ 

En los problemas 2 7,, simpllflca cada e3?presl(5n. (Suponeraos 
que ninguna de las variables toma el *valor 0, ) 



2. 


'(a) 


id 

a 


(b) 




z3 


<cl) 




3. 


(a) 














(a) 


a 0 c 


(to) 


(aVc)(aW) 




a- b-'c + 








a D c 






A 






5. 


(a)' 




t 


(b) t 


(<=) 


* 




6." 


(a) 


36a^^ 

aa^ . 




(b) ^ 


(c)/ 


36a\^ 
Tab^ 




7. 


4 

(a) 






153x a 


(c) 


63xV 
.28a^»^ 





, En ios problemaB -8 - 12, detemina qui errunciados son clertos 
i.y cxidles falsos y deinuestra);por qui. * • ^ 

. Q ^="2 12. 2^ 

4'". • ■ « . ■* ■ * « '41' ' . 

;> ^ p\ , , 15. •i.Por qui de"bemos tener el 

^ ^ ' • culdado de evitar que Jas^ ' 

variables eh los ^roblemas 
2-7 tomen el valor 0? 



10*. 



EL tener tres propVdades de los exporientes para* la dlHslin 
nunca es tan conveniente pomo tener una sola que haga el mismo 
trabajo. Si ellmlnamos la condioidn ra > n, es ppsible reducir 
las.'tres propledades .a una sola, a saber: \ ^ ^ 



af^ > m - n 



OJrabaJembs algunos probleraas de dos maneras, primero utilizando 
,-cU^quie*-a de las propledades de la seccidn anterior que sea apro 
piada, y segxvido utilizando la propiedad. 



a"" - n 

— -a 

a 



Conviene tabular los resultados. 

Coflipleta la tabla s±K«i enter 

^ Y T J[|. 

Compara- a"^ ^ = . con 5^ = a^ " ^ - a^ 



-a- 



Compara ^ = 1 - . . .con. = a ^ a 



a5 



a 

3 -, " a^ _3 - 5 „ 
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■ z . ' ^ - 'Ve \. 

"-• _a " ^ ' ' a » 

En varias ocaslones anterlores, hemos ampliadg noclones ■ 
acerca de:niSm^ros. iPodrlas ahora araplliai* tus riociones acerca 
cle los exponentesiu Examlna iCpldadosamente la ta^i^a anterior a 
fin- de contestar las sigulen'bes preguntass , , "* ' 



V 

i 



0 . „ 
a^. * ? . ^ 

* 

a"^ = ? 



iTlenBn ilos "exponente^ negatives y cerb' al'giSn .^entldo en nuestra 
deflnlcldn de a" = a • a • a ... hasta n fac tores? Desde " • 
luego^^ el pensar en a tomada (-5) veces oomQ facJ;or carece 
de sentldoj pero l&s conslderaclones anterlores sugleren tina 
manera iSnlca de escrfblr la propledaade los* exponentes^en la 
divlsldn; SI, paS»a m y n enteros positives, 3r a 0, ^ 
def InlmoB 

a = Ij * 



a . 

entonces , . 



a" , • a" 



a •a 
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iEs ^pte el nlsmo resultado'que se obtiene al aplicsu? la pidmera 
deflnlclAi? ^ , ' ' 

Ahora que tenemos^ un slgnlflcado para mi esqponente negativo V 
«n dtponeijte oero, las propledades ^ 

sotr/v^idas para ianteros^ cualesgulera m n, sean ^stos posi- 
tives, oero o negatlvos. 



mm '■ 



X - y 

1 1 
- -Ty 



4K 



EjCTiplo 2» 



- 1 *N 

x"y ^ 



103 y 10' » in3+(-^) 



io"5 10- 



10-^ 
10*5 



^Q-.l-(-5)' 

10* 



;3±it^liflca oada una de las siguientes esqpresiones, utlllzando 
primeapo- la propiedad ^ ' } 



• n ■ 

y. luego en una forma que confrenga solamente exponentes posl- 
tivos," (Suponte' que nlnguna de las variables toma el valor • 

00/ ■ • ■ ■ . . , ■ : 

. . . a"^ -2 ^ ^ 1 
Ejemplo, ■^^ = a = -g- ^ , ' • 

M K • W \ ■ ,(g) ^Q. V 

3"^ "0*^ • 10° , a'^b - - 

■(c)' .4 ■ .(t) ^ a) 4^ . (1) ■• ^ 



(m) ' " ' jw 



•SimpULfica cad^ una de las siguientes expreslon^s ha^ta llegar 
a una foma que contenga solamente expon^ntes >positivbs. 
(Suponte que' nlnguna del las variables toma el valor 01) 

(a) ^2^10f . j (f> -f^ 

10^ 2*^ X 3 . 

t \ J nn-^ IC?^ X 10"^ X 10^ 
(c) .007 X 10 X 10 ^h; 5 — = ^— « — 

10*^ X lO"'^ • 

2 -2 ' • - . • 
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3, /La dlstancia en millas de la tierra al sol es ^roxfimadamente 

95,600,090. , . 

(a) iCuantos millones de TOillas es esa dlstancia?. 
, (b) iCudntps ,?.df ez millones" de millas? 

(c)' iSerd 9.3 X .lOj otro nombre para 95,000,000? • " • 

4. Simpliflca cada una de las slgulentes expreslones hasta que 
■ contenga solamente eaqponentes positives : 

(a) 10^(10* +10"2) (d) (a + a-^) (a + a"*^) 



(b) 3a^(3a + a-^) (e) . (a + a'^^)(a - a"^) ' 

t . . ■ . ■ . # 

(c) 3a2(3'^a + Sa'"^) ; , • 

5. Eh cada uno de los' slgulentes ejerciclos, halla el valor, de i 
que haga clerto el enunclado ; . ■ . 

(a) lO^-x 10^ « 10^ (e) 10" X 10^ « io^ 

V (b) ; 10-^ X 10-^ = 10" (f) lO'^ X 10" = 10-^ 

(oO . 10-^ X 10-^ - 10^ (g) lo'^xio'^i^io^^ , • 

(d) 10*^ X 10^ « 10" (h) 10" xao" « 10-^ 

6. SI n es un entero posltlvo y a / >0, demuestra que 



n 1 
a = 



7. ^31 m y n son enteros cualesqiiler# , . demuestra que 



m + n 
a a = a 



Incluye todos los casos.de multlpllGacidn y division de po ten 

\ . p 

^as. (Sugerencla: El caso de * ^ puede considerarse cpmo 
aP + ) .. ^ . ' 

• iCual es el slgnlficado de (ab)^? Sabemos. que ab es el 
nombPQ de un numero y sabemos tatnblen que un nilraero al cubo 

signlfiea que tomaraos dltho mimero.tres veces corao factor. Por 

lo tanto, el slgnlficado de (ab)^ debe ser (ab) (ab) (ab). Por 
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las propi^dadea oonrautatiya y asoclatlva de la nmltlpllcaddn 
de niineros reales'* Babemos'que 

(ab)(ab)(ab) « (aaaXbbb) = a^ b^. , 
. De modo gue * ^ \ 

(ab)^« a^b5. ■ ^ % 

. Utlllzando un razonamlento anCLogo, escpibe.otro nombre para 

(§) • Haz lo mlsmo con (a^ b-^)^. Si general, tenemos que . 

« ^ * ' ♦ " ' ' ^ 

~(ab)J^* a^^b^. . ' ' 

Conjunto dfe problemas 10 -7e 

ai los problemas 1 -> 8, slmpllfloa oada uns de' la? e^reslone's 
7 escribe tus ^raspuestas utlllzando exponeiiees posltlvos sola- 
mente: (supdh^Lengpiw que nlnguna variable toma el valor 0. ) 

1. (a) {3«3)^ (b) 3(»3)* (0) {3.2)' (d) s.fa'^) 

2, . (a)'-^ . (b). Ss^ M -ad_ * . 

ISxy^ 15^ 15(xy)? 

3. (a) (b) ^ , (c) (d) 

7. (a) V M M i^^) 



9, iSeri clerto ca<ia \aio cie los sigulentes enunciadoa? Jwstlflca 

. ■' ■ ' * - ■ ' , • ' -• ' " 

. tus contestaclonest » . 



ilf" '^^ 3^ es un factor ae 



3- 



(f) 3 es un factor de- 



.2 



2 2 2 ' (e) (2x + 4y^) e.s un niimero, par 

(d) * J^^i ' si y, son .enteros posl- 

^ . , tivos.. . / . 

10. . (1) Toma un -ndm^ro, . (2) ddblalo, (3) cuadra el resultado.^ 
' " Ahora vuelve a .en«>ez&r: (l) Tptrili. el niSmero original, - 
(2) cuddralo, (3) dotola el resultado. 

(a) iEs \er resultado flnea el mismd utilizondo ambos procedi- 
mientos? * . . ' . 

" (V) Utilizando *una vs^rlable, prueba si los dos procedimientos 
conducen. o no al mismo reisulta'do. 
11; (a) Considera un euadrado cuyo lado tiene^ s unldades de 
lai^o, iCual es su area?' Considera ahora un euadrado 
cuyps ladQS son dos vfeces^el largo, de los dej. euadrado 
original. Escribe' y s'lmiJlif lea una frase (en t^ra^nos de 
s) para el drea del euadrado mayor. "^^Cu^tas veces'el 
drea del 'cviadrado menor ser£ la del euadrado mayor? 

(b) mssinera semejante, compara el drea del euadrado original 
o6n el '^ea de un euadrado cuyos lados sean tpes veces,^! 
largo de los lados\del prlmero. • , . ^ 

, (c) Si aiin no' lo has hecho/ "^^stra, mediante un dibujo de los 
— ,, * -cuadrados mejfieionados, qu^.lo^ 'resultadoo de las partes-*,* 

(a) y (b) 'parecen razbnab^ff ' ^. ^ * , " * 

12, Slmpllfioa las sigulentes expreslones)?. es decir, transfdnnala^- 
. . de manera que contengan una "sola dlTa^.^iJ^n 3,ndicada. • ' ' * 



- '* ' Kv^r Oif^ ^^iftv Ov^v 




30y^ -f 33xy 8x^ 



I8x^ 



^ ^nVkOfik^^ti-fi All A . *3t2 ^ o . __2 



.(01)se3?va q\ie 5 • 2 • x- . es el mlnlrao com^an multlplo^'cle ' 
5x^, 6xy, y. 9y^ dBbXao a que 2 . y^ es ^el con^unto 



•mas peque^o de Tactoi^es que contifene a 5x , 3 ' ^Bxy, y 



3 • 3y^ -.) 



\ 2x*= 3x^ 6x - 35a'^ 25ab Sb'^ 

15. Bemuestra: >Si a ■ es^ djapar y a un entero, entonees a 1 
' es in^ar, (Suge>enGia: Supon que .,a es par y lleg&.a una 
coiitradlccl(5n« ) • ^« 

14, Derauestra: Sl» a es par j;^ a es tan entero, entonces , a 
es par^' (Sugerencia: Sup6n que a qs Impar. ) 

15. Sea' a igual a 2, b Igual a -2, c Igual a 5/ d Igual 
a -3. Entonces, determina'*^! valor dej . " 

■ (a) -2aSV ^ ' • (e) ^^.^^^ • • 
^ v«y c« u u . ^e; 3 3 ^ 

-, (*>) A-stbor . . , ■ 
(0) JtA . • ■ ' ■ (f) (§• V^)! 



•\^} 1« 



l6, Multlplicfi: 



4 



^ - 2a^ +^a^ - 3a? + 6a,- 3 ' 



a ^ 

■a^ - 2a3 2^ +^6a - 3 . ., ' '1 



(a) (x^ + + + 1) 

.3 v2\/o«2 • 'o-K^ 



(b) ^2a^ - b^XSa'^-'abn 

(c) (2x ~ 3vr * 
(dj (a + b)^ 



(a) 


1 


^ 3 




1 




(c) 


27 





prottlemas de repaao * - 

1. Halla las slguientes sumas: 

2, Reduce a su "minima <sxpresl6n" : - 

/;.\ 102 ' /X 51 , ' 

5. iCual es el nuraero prlmo que slgue a 129? 

4, Guatro veces un entero, es .dlez mas que el doble de su sucesor. 
iCual es el entero?. ■ ' 



5. Si el dominlo de la variable es el conJ\mto'de IGS numeroa, 
' • primes, determina el conjunto de vali-dez de cada ■tyio de los 
. , siguientes enuno-iados ; ' ' , 
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f +::| - 3.2 q. |x \ (d) ix . ibi < 3 



6. JSin^lldflca: 



(a) (2a)(3a2) (d) £^ 

■ 2^ 



2_-2 3^a 



(c) . m^»m" 



. ■ ^, • . . ' ^ Kr^ , • „■ 

•7.* Escribe los, productos Indlcaaos. como sumas Indlcadaas 
(a) a^(a + l) (e) (a^ + b^Xa + b)/* 

. ' <b) xy^(x^ + y3) \ if) x"-^<x^ + x3) / 

. (o) {2K + 1) 3x^ \ (g). (a 4v b)(a-^ + b"^) . 

(d) (-4Bn)(in - n) . (h) (x^ + l){x^ + 2y) 

8. 'SI J> .es jan entero*i)osltlvo, i curies de lo? plguientes 
nUmeros son pares, curies son impares, y cullies puederi ser 
cualqillera de'las dps cosas? • « 

(a) (f) (2n + 1)2 

M rt^ ^' ^ (g) %2 . ^ 

(c) 2n , , * (h) 2n « 1 . 

(d) 2n + 1 , ^ {^) 2^^ + 3^^ * 

• .(e) (2n)2 • \ . (4) 2^<^ + 6lO , 

9. iCu^les de las slgulentes expresiones son no negatlvas para 
cuaTquler mSraero real n? ' 

(a) . , '(d) -n^ • ^ 

(b) (-n)5 ... (e). (^n)2 

'(c) (•^n)(-n) * . (f) {j?)in^) ' 
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(g) " ^ • ; U) -Ir^^l' 

- (h) (-n)^ (k) 

1P« Las Areas de dos coiadrados dlfleren'^en 27 unidades cuadi'adas. 
Un lado del cuadpado maypr es "una unidad mds largo que uip lado 
del menor. Escribe y Wsuelve una eciAacldn para detennlriar el 
largo del lado del cuadrado menor. . 

11. Durante 27 dlas Guillermo ha estada ahorrando monedas de clnco 
y die diez centavos para bus- gas tos del campamexito de yerano. 
. Se encuenira cpn que tlene hi monedas, cuyo valor total es de 
^3.3$. SI tiene m^s monedas de dlez centavos que de cinoo oen- 
tavos, iou&ritas monedas de cinco centayos tendrd? 

■ IZ^- Samuel tlene pJjico horas llbres. iOw^ dlstancla podra correr 
en Taiclcleta hasta'las colinas veclnas a una velocldad de 8 
mllias por hora para luego regresai* a una velocldad de 12 
mlUas por hora? 1 



%; • " • Capitulo • ■ • ' 

. , kADICALES , . ; ; • 

. - ■ ' _ ■ • , . . • . 

■ ,11-1. I^gea . V • * . " ' 

Una vez estudladaAa operacidn de sumar nos fue poslble definir 

■ au Inversa, la' operaclxSn. de restar. ^Qu^ operacldn definiraos como 
la inversa de la mulUpllcacidn? En el capltulo lO oonsiderajnos 
la opei^acldn de cuadrai" un raimero. Esta tambi^n^tiene una inversa. 

> Repasemoa por -un momento el procedimlento para hallar la ralz 
cuadrada de^n n^imero. • " r * 

Si "x'=17, ic-u^l es el valor de • X ? 

• ■ ' '2 ■ • ' • " ' ■ ' ■ 

• SI = -.3, icudl "es el vaior de. x ? 

Si X = -2wa^, icudnto 63 x^? ■ 

Veamos ahora el ralsmo' tipo de j^regunta, pero en la direccidn 

; opuesta. . ' 2' 

iCual es el oonjunto dQ validez de x = 49? ^ 

, * iy el de x^ = .09? 

^ -iy el de X = -4? 
En e^Bte segundo ginapo de preguntas nos interesa, per ejemplo, 
. un n\5mero ouyo cuadrado sea 49. Detemlnarlo bonstltuye la opera 
• *ci<5n inversa de la de oua^Jjt ••que IXmoi^ extraer- una ralz 
*cuadrada.. Ciertamente 7 un nuraerx) cuyo cuadrado es 49, y 
por lo tanto, 7 es una ralz cuadrada de ^49. Corao es igualmente 
• cierto que <-7)^ «= 49, deduclmos que -7 es tambi^n una raiz 
cuadrada de 49. -Debemos convenlr en lana notacidn y una teniilno- 

xogfa que peiml1;an distingulr entre estas dos ralces cuadradasi 

se acostumbra llamar a la ralz .«uadr-a^ -£os^^ 
"la ralz cuadrada de b", y denotarla con ^/B". 
Resumamos ^ora lo arrlba apuntado: 
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. 0 SI b es "un aiSmero posltijvo real, y = b, 

entonces a es una ralz cuadrada de b. . SI « 
a es una ralz cuadrada de b, tambl^n lo es 
-a. Xa ralz cuadrada posltl^va de b se de»ota > 
con ^/B■ y se llama corrlentemente "la^' ralz ' 
cuadrada de b. La- ra^z cuadrada negatlya de 
b ser^ entonces - >/F. • 

DeflnMos tsunbl^n = 0, y en este caso hay solamente, una 
raXz cuadrada. . . 

Conjunto de ppoblemas ll~la . . 

1. ^Siwrpllflca: * 

(a) ^ft' ^ (e) 

(b) -Vi^ .(^V^ 

(o) lJ{^ (ten cuidado) + V? - 1^ + 3 

(d) Vs^aB - (h) 21^^31^ ^ 

2. aEs el enunclado cierto si 

' (a) X es 5? , • (b) X es -3? 

5. iEs el enunclado = Jxp^^ clerto si 

(a) X. es 5? (b) x" es -5? *^ 

4. SI a y b son mfeieips positives reales 2^ a < h, derauestra 
que Va < (Sugerencla: Solamente una de estas tres relax • 
clones e? clerta: '>/a = ^/^, Va > -v/B", ^/a < VK. (iPor qu^?) 
Muestra que cada una de las dos prlmeras conduce a una oontra- 
dlccldn.) . ^ 

5. iSerd poslble que + 2 = 1 para algUn valor de x? Ex- 
pllca. 

6. Detemlna la ra^z mjnfl-rari n rtA (_gy ^ ^J.)^ gi t ^ /_ 
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•7. Bxamlna la .slgulent© "dottostracidn" 4e que todos loa mmevofi 
ao» l«uales:r~^^^>s^b son dos ni&ieros peales ouaXesqulem* 

entpncea 




^iEQ qu^ paso f alia la "pmostracldn" y pov qu^? 



3*1 > 



♦ 



*S1 X " 2; icudl es entpncies el valor de 5c ? 

• 3 
SI X = -..5, icudl es entonces el valor de |K ? 

' Si X - ia^, ^oudnto ser4 x^? ^ ' ■ 

- De nuevo; en la otra dlreccl6n, podemos preguntarj 
iCudl es el' conjunto de valldez de x^ = 8? - 

' « iy,el de, x^ = -0.02?? , , 
> 6y el de x^ « I6? 
Slgullndo el procedimlento usado wjterlomente, podemos decir 
•^que a es tina raiz cMcb. de b si a^ - b. Escribdmos j ^ 
De Ids ejeraplos anterlores deduciras que, >unque no nos fu^ po8l)>le 
halto "ralces cuadradas de niSmeros negatives, ya que ^bo^, loa 
ntifieros *poBlUvo8 y los negatlvos, tienen cuadradoa posajSlvos, si , 
es >oslble hallar ralces ctSbicas de niimeros negatives pcJrque el , 
cubo de un raXmero negative es negativp. * / ^ 

Por otra parte, parece que s61o podemos hallar ^m p6m'ro ouyo 
'cube sea 85 a saber, el n^mero 2, mientras que hemos visto que 
t6dos los n^imeros distintos de cerp*t^Mi das r^ees cuadradaa^ 
"sres que tienen "aiguna. Eato es correcto si consideramos sola- 
mente los numeros realesj en el futuro verds que, extendiendo la 
clase de ^iSmeros que estaJBOB.diapueatos a uaar, los nilmeros nega- , 
tivos tambi^ii tendrdn raices cuadradas y todo n^merp distinto de 
oero tendra tres ralces ciibicas. ^ • 



ConJ-unto- de problemas 11 -lb 

Simpllfica las eapreslones de los problemas 1 al "8: 

2. (a) (b) ^^[Soo . (c) Jrw 

3. (aK-fi? ' V (by v^. ; . 

i^. ia) f ^ -125 ' (1?) "''^^ > • (c) " ^^8){~y) 

5. / (a) (-13)3 . ^ tb) n/(-13)2 ' (c) '^(-13)^ 

6. (a) .003- • (b) (c) .216 

r. (a) -5/-^ ■ ■ (b) ■ . ■ (c) 1/4^ 



b^ b 
's.yCa) "^ 640^ (b) V ^^-3y)3 ^^^or^Vm ' 

9."^ 6Qw^ relacldn hay entpe "ife .y yT? v^tre ^6,000 y 
^ ViOO? iSe te ocurre ui^a relaclori ent;r4 raltfes cuartas y 

ralcea cuadradas que parezca 3er«Gierta? * 
^10, Redaota una deflnlcldn par'a ralcea ouarta^ y otra para 

yajCces en^lmas t donde n es un entero positlvo., iPara 
qu^ valores de- n creep que tienen rB.i^eB en^simas realea 
los numeroa negatjlvoa? ^CtSmo creea que ^ r^nriljijfirtrnrln- 
a^laa ralcea en^almaa la propiedad deloa numeros poaitlvoa. 
de tener doa ralcea^ cuadrajas realea y una ralz cubica real' 



11-2, Radlcalea 



-El 'almbolo ae llama aignb radical ^ 'una expreaidn qu6* 

- conalate en una fraa e dentro>^e un^lgno radical ae llama un 
radical.: Aal Vjx^ ea un rst^cal.' 
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Volvatnos a las ralces 6uadradas. Hasta ahora no hemos tratado 
de exliraer la ralz cuadrada de n a menos que p\5dieramos, sin gran 
dlficultad, damos Quenta de que n era el cuadrado de algtSn n\l- 
me^po o expresidn sfencilla. (En este caso decimos qifie n es 
cuagradp perfecto o >cuadrado exaoto , ) Comsldereraos ahora el. caso 
de una raiz cuadrada que no podaraos reconocer inmedlatamente, tal 
como, por ejeraplo;V^. iQu^ j^egunta haremo.s aoerca de eato? Por 

ejemplb, si se nos dlera la exprealon^l^+'T, no la dejarlamos en 
esta forma, ya- que cdraprende una operaclon Indicada que puede lle- 
varse a cabo. Es posltole slmplific^rla a 1, o slmpl entente 

a ^, iOa^ o9urrirfa si la expresl6n fuese + 1? 

VeaiAos lo que ocu'rrlQ' en el caso de^^. + .l. Encontramps que 
— es un n\5mero raclonal que pedrlamos comblnar con el niiihero 

raclonal 1 para oiatener la e^qpreslon mas simple ^. . iPodemos \ ■ 
tiacer algo parecldo con VS + 1? La verdad es que no sabeflios *que 
exista un nilmero raclonal cuyo cuadradb sea 2, pero aun nb' hemos ^ 
derabstrado que no hay tal nuraero. Decldaraos esta cuestlon de urfa 
vez para siempre. . 

Teorema 11-2, V? es Irraclopal. 
» ' • — \ 

Planteamlento ; - ' 

-Antes de^empezar la demostracidn del teorema, pensemos en el 

problema en cuestlon. Queremos deraostrar que VS" es irracionalj 

e^-declr, que un ntiraero cuyo puadrado s0a 2 no puede ser raclonal* 

iCdiq^ se demuestra que algo no .tlene una clerta propledad? Pbr 

ejemplo, en el capltulo 9 demostramos que 0 no tlene reclproco. 

"iC6mo lo hlclmos? Suponlendo que 6 tlene un reclproco y d^mos^* 

tran^o que tal supuesto conduce a una contradl colon. Si un supuesto 

nos lieva a una contradlccibn, el supuesto debe ser false, y si es 

falso Jjue 0 tlene un reclproco, entonces no tlene^reclprocQ. ' 

Tratemc^s de emplear aqul el mlsmo/razonamlento. 



V 
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Demostracldn, Supongamos que exlste un n\Jinei»o raclonal,,* 



• digamofe ^ p siendo a y. ^ enteros positlvos tal que . "{^j - 2. 

%Clertamente, poderaps Inslstlr en que a y' b no tengan fact6P 
fcoraun alguno, pues caso de tenerlo, se puede aimpllflcar la frac- 
^)cl6n , ^ ellminando ese factor. . . , 



Si 



entonces 



2 

.2 



y tambl^n 



(iPor qu^?) 
2 

*:Bsto nos dice que a es yn numero paf*. (iPor qu^?) Entonce^ 
a es tamblen numero par* (l)emostraste este resultacio en uici 
ejerclcio en el capitulo 10^ paglna 278,)* * ,^ 

SI a es paf , entonces a =j 2c, siendp c otTo entero, 
(iPor qu^?) Si^ en ndlstra illtlma ecuacidn, reemplazamos a \ 

" por 2<5, btotenemoB ♦ • 

2c^ = b^. ' ^ 

Por la misma raz^n que dimos en el caso de a, aabemo'S que b 
debe ser tamblen par, ya que su cuadrado es* par,* Por lo tanto^ 
hemos demostrado c^ue sl y b deben ser auibos numeros pares* 
Pero hablamos escogldb Ips numeros a ^ b de modo que no 
tuvieran ningiin factor en comiJn, y esto desde luego no permite 
que a y b * tengsua el factor comiSn 2. Asi, pues, tenemos 
una cpntradiccionj la hlpdtesis de que ^ es raclonal nos ha 
llevado a una contradlcclon, y dlcha hjpdtesls tiene que ser 
falsa* Por lo tanto, ^/2 es irraclonal. Asl termina la de-- 
mostraclon* * 

PlJ ate de paso, en la slguifente diferencla Interesante entre 
una demos traclon por contradiccidn^ corao la que acabamos de hacer, 
y los otros tipos de demostraclones que'jias vlsto durante 
curso. En la demostr^acion directa h^y una pro^ledad particular 
que estas tratando de es.fcablecer, y prc/cedes a trabajar con. la 
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. Inf ormacion dada y con las propiedades de los mSmeros reales hasta 
« llegar al resultado que buscas. Pljas tu a*encidn ^ derivar la' 
afirmacidn deseada a "base de afirmaciones que has supuesto son 
ciertaa. Ert la demosti»acidri por con ti»adi colon, por otra parte, 
^ agades a tu llsta d e las cosaa con las cuales trabajas, la nega - 
cldn de lo que quieres dCTJOstrsS", y despues contlnuas derlvando 
resultados. hasta llegar a una contradlccidn. No sabes de ante- 
mano de ddnde provlene la contradlccidn, pero contlnuas traba- 
jando hasta dar con una. Esta contradlccidn demuestra qu6 'come- 
tlste un error al negar lo que querlas demostrar, por lo tantb, lo 
que querlas demostrar debe ser clerto slempre, 

De jmanera analoga, es posible establfegser que la ralz cuadrada 
de cualquier entero positive que no, sea un cuadrado exacto es 
. Irraclonal. Esto^nos dice que, por ejemplo, entre los enteros 
desde el 1. hasta el 10 solaraente el 1, el 4 y el 9 ' 
tienen ralces cuadradias. racionales, mientras que los otros tienen> 
ralces. cuadradas irraclonales. . Trata de probarr que -s/I, por 
ejemplo, es Irraclonal. , T 

^ . ; ConjjJinttf de problemas 11-2 

1, Como todos los enteros son numeros racionales^, la afirmacidn ■ 
' de que -v/S" no es un entero esta, en efecto, inclulda en el. 

^ j;eoreraa 11-2. T^ata de mostrar "dlrectamente^ que n/^ no es , , 

.ui\^entero. 

2, En* el ^apltu^o 1 aprendiste que entre dos puntos cualesqui^era 
de la recta nura^rica .hay un numero inf jl,nlto de puntos marcados 
con m3mei*0B racionales. ^Crees que hay entre, dos puntos cuales 
qulera en la mltad positlva de la rea^ta num^rlca un n\5raero In- 
flnito de puntos cuyas coordenadasf no solamente son racionales, 
sinp que tarnbien son cuadrados exactoa? Entre los numeros 
racionales y ^, halla dos numeros racionales que sean 
cuadrados exactos. 

3, Bemuestra que ^*/^ es irraclonal. (Sugerenclaj Suponte que 

, es raclonal y llega a una contradlccidn. ) " t: ^ ~" ~ 

k, Demuestra que + 5 es \rracional. 
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*5. 3>emuestra que es irracion«l. (Sugerencla: Emplea el 

iriismo razonamiento que^ la deniost3:*aci6n de que es 
iispaclonal. I^edes utillzar la ^jropiedtad de que, si- p es 
*• un entero y 5 divide a p^, entoftces 5 divide a p. ) > 



4-1 -5« Simplifioaoion de radicales . 

Observeraos que solo pued^ haber un numero positive a que 
sea una ralz cuadr:ac3a cie n* Porq-ue si hublera otro numero posi-* 
tlvo, dlstinto*de' a*, entonces 6 1d\ 6 h < a. ii?oT qu^?) 

En estos dos casos, respeotlvamente^ Ijendrlaraos que 6 ,eL < d 6 
< a . Asi^. los cuadi>ados de a 2;' b n«) podrdCan ser ambos ' 
iguales a n* ' - . * * ^ * 

Conslderemos ahora el producto de dos ralpes^cusifdradas, dlga- 
mos V2 y iPodrlStmbs transfomar este produ?sto. en una^ forma 

md^ sencilla? Exaralnando la expresldn (a/2 * a/3) podemos llegar 
s7una conclusldn acerca de \^ • v^'* Tenemos que' (a/S" • a0)^ ^ 
^ (V?) • =2*5 = 6, Asi, pues, n/? • a/5 debe* ser una i»alz 

'cuadrada de "6, Corao acabamos. de aprender que hay Sf^q.un numero, 
^sii^ivo que .sea una ralz cuadrada de 6, debe ser dlerto que 

Igual que en este ejemplo, podemos demost^rar el siguiente 
teo^ema: ^ * • 



Teorema 11-3* 4^ * ^/b ^ dos n\5meros 

\ ^ reales cualesqulera a ^jr 

• Demostraclon^ Como (A/a * .ts/B")^ = {4^S^\'^)^^ 
" ^ = ab j ' ' 

'se deduce que la ralz cuadrada de ab es A/a • a/F* 

Con junto de {)robleinas 11 -5a 

Simpllfica. ; En los problemas que contengan variables, Indica que 
reetricciones deben Iraponerse a los dpinlnios de fesas ^variables. 



1. • (a) VsVe" ~ (b) V2Vr (c). 

2v ' (a) VTViiW (b) YsV^ . ^ (c) Va-)^ 



3. Ca)VaW (b) Vi" V^ ' (cTVT.^ 

5, iS' cierto que para toclo numero real a, {4^) = a? i'Sera - • 

'eso cierto para todo nilmefo no xiegativo a? • 
'6. Si n es un entero positive y a,^ b son nilmeros reales posi- 
• tivos, taemuestra que ^ 

7. Multiplica (enlo« casps en- que sea necesarlo, explica las 
, restrlcclones en los dominios de Tas variables);, 

(b) 1) (^) (\/2+V3)^ V 



Podemos utilizar la propledad de lasrafoes cuadradas dada en 
el teorema li-3 para transformar urfa ralz cuadrada ^ el producto 
. de dos ralces cuadradas. Utili^aJidb nuestro conociiriiento, -aberca 
la descomposiciofo en factores priraos, podemos t^bi^n, por 
ejemplo, "escribir . . . . * 

Vemos quev / . ' ^9? = 7?^ * ' ( ^Por que^) / 

Ciertamente, 7'VS^ es una foma mas simple que m porque no con- 

• tlene dentro del radical nlngdn factor que sea un cuadrado exacto. 
Recuerda que decimos que W frase^a "simple" cuando no contiene 

• operaciones indicadas que se pueden efectuar. Asi, ,se puede efectuar 
_la,operaci6n indicada ^ mientras que ^ tiene que dejarse, 
*como una operacidn indicada. . - . 

Ejemplo 1. Simplifica Vl^. ^ 
La descompo3ici6n en factored prlmos de 108 es 2 

Por lo tanto, / ^ / — =^ . 

>/l(m=V2V-3 



'9. 



5,^ 
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EJempio 2. Slmplfflca 3^.. 

Como 48 = 2^,V 3 = 2^- • 2 . 5. • 1 ' 

' ■ ' - » 2 5/6.,' : • " 

. ^ Observe cdmo tr^tamoa estos dos e3e%)los. 'Al . simpllficar 
ra^es ^i^^va^, a:rveglm6B los factopes oon el fin de'agrjpar 
s^B potenc^aa. pares mayores. (^Por qud las pare^?) Esto nos*-^ •■ 
aaegura que la nueva fpma de ,1^ e^qjresldn sei»i simple, ya quB -^v 
no <aejaiftos ^ndioada la ralz cua(arada 4e ningiln cuadrado exacto. % 
describe el procedlmiento correspondlente para ralces bUlbic^^ " 
Ejemplo g. ^implifi'ca vis?. 



De nuevo, descoiiiponemos en factores} 3,8x^ = 3^ . 'x^ . w 
Por lo tonto, ■ ' ^* ' •■ 



V 




Antes de siniplificar recordifeios que nunea es 
negative. De raodo que si^ es positivo o'cerq, entonces • : 

X, un niiraero posltlvoj si x es negative, entonces ^ 

/2 » , ' ' 

vx = -X, un nilmero positive. • * j 

Gomo resultado, vemos que* v^=5 (xj. 

tanto^ Viax^ = 5|x|>/5'. ^ 



<3on.1 unto de problemaa li>3'b 



.8. Para *c^ida uno de los slgui,en:beai^nunciados,, "halla. el valor 
' positivo de X que lo haga cigrto. iQuV emnclados B©n 
clertOB tambl^n para*algiin yalor negatlvo x?" ' , , ' 

(a) = 56 ' '^c^*^' 162 ; (c)^ x^ = 56 ' 

Ips probleraas 9 - I5, 'slrapllflca. 'Indlca^«l dondnio de laa 
variables en cada uno de los problemas en los cuales elydorainlo 
'sea llmitado, , f .v 



13. (a) (2-VS)(5^(S) (b) (3>^^)(^) (c) -yf^^iEooo 
' 15. (a) /(b)-^Q^ (c)^^^?? (d) 
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16* Bete^TOina el conjunto de^vsuLidez de cada tino. 4e los stgulentes ;' 
enuncladosi > ' 



. 17. Multlplio^a y aimpll/lca: , , . 

» (a) 3 a/§"(2 Vg: - VF) (o) M^^^•-.V^)(2 -v^ 

11-^. Slmpllflcacldn de frapclonea con radl&ales 

Hemos vlsto lo que §©^uede hacer oon enteros y con algunas ', 
. "* potencias d« J^s vari^lfs dentro del signo radical y tambiin 
cual es ep. pr^ds^tp de sliti)llficar tales expresiones, .^Qu^ 
^ haremos si hay una. fraccldn dentro del radical? 

, Conslderemos y^; Com6»antes, descomponerac^*log niiineros en 

^ * ' • 8 §5 . 2^ . 
^ factores para obteney * ;^ ^ 1= i:^ « . 2. Etitonces'> 

. El sl^uleete teorema.nos da un resultado utll para la slnlt)ll- 
ficac;i6n de radlcales: ' » 

Teorema 11^4 . SI a > 0 y b > 6, entonces . 

: ■ - VL . ' 

■ ' vi ■ . • ' 



% * 



iPara qu6 v^XoT^ de « es 4s*e "wn^ ntSfeero real? 



Con3unto de probyemaa ll~^a 



Simplif?.ca ceida.uno de los siguientes Jadlcalere^^ 
de la VarlalDle eft \oa' casos^en que est^ restrlngldo : 




^ 9a, 

(to) + 1 



(c) 




6 

' " " ^ 



(c) V^V|a 




8. Demuestra el teorema 11-^. 



» 

ConsiderapemoB ah©ra el caso de radlc ales que contlenen frac- 
clones cuyos denomlnadores no son cuadrados exactos.- iQu^ nos.pro- 
pondremos hacer, por ejenipl'o, con Sabemos que 

, ' , , , . 71=^. (W que?) ^ ; - ^ 

; En eata forma, contiene dos ralces cuadradas de enteros, lo^ 

que clertamente no es tan senclllo coino si tuvlera^ s(51o una. iCdmo 
podrlamos transfomar ^ de raanera que 3^0 hubiera un radical 

■ (con u^. entero dentro del slgno. radical) en tqda la. expreslon? 
Podemos escoger entre dos al ternatlyas : Deb6i{ibs, de alguna manera. 



57 
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deshacemoa de 6 de iCdmo-ppdrlamos deshacemos de 

por e;Jemplo? Sl^multlpllc^ramos toda la expresidn por "que 

"^Q^^ QBcic XbiT .a, entonces tendrJCspos en el jmjmera- 
■,dpr ^/5 r que es sianplemente 3; y as! le eliminarla el* 
?*|dipal. En el denomlnador tendrfamos ^/f • V5, es declr 's/15, 
q»e no se puede slTflpllflcar m^s, iya gue I5 no contlene factores 
QLue sean cuadrados exactos. 



/T >/3 ^/5 v5 Vf . 3 / ^ 

f " 75 " ^ ' ^ " fTsT? "'TIF • (J^stlflca cada paso. ) 

Dijajtnos, sin embargo, que *hay otra altematlva, ^drlamos 
deshacfmos de 'Up en Viez de -s/^. En este »aso„ ' " 

" . ' ■ ' ■ " ■ ' • . ■ 

-v/f " ^ " ^/ ^ ° ^vf is/l ^ ( j^stifica cada paso. ) ,* 

/ . iCuil de las dos expresiones finales preferirfamos? gaSa una 
de ellas <?pntiene un solo radical, ^/l5. SI tuvl^r^os un^i aproxl- 
macldn decimal de Vi5,; tal como 3.873, iccSmo podrlas hallar tjpa 
aproxlmacldn num^rlpa de ,^2? La expresldn te conduclrla 

al protolema de calcular ^y^j y la expresldn a calcular 

^* 3^^. iCudl es mas facll? \ , 

Es por esta raz<5n por lo'que a menudo se preflere la expre- 
slc5n que tiene el denomlnador raclonal a la que tlene el nume- 
rador raclonal. Como es natural,- el procedlralento que. conduce ^ 
a un denomlnador raclonal se llama "raclonallz^ el denomlnador".- 

E.1emplo 1. Raclonallza el denomlnador , de los slg\^entes . 
radlpales: , . 



(b) -xfT^^ jJ „ V I ^ Vi" 
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E^emplo 2, Raclpnallza el numerador de ^ ^ » 



■ (iPor QU^ es neoesario, en el ppotolema original, restrlnglr loa 
yalores de x a niSmeros no negativos? iPor qu^ deberaos restringir 
X en la forma raoionalizada a valores positives ?) ■ 

Con junto de problemaa 11 . • 

V En cada uno de los sigulentes ejercicloa, racionallza el denondna- 
dor. ' indlca el dominlo de la variable eri. aquellos casos en qtie 
' est^ restrlngido. ^ , 

1 > • 



1. {a):^^ . M-y^ 




(«)V^ 



^* (a) (b) ^ V > ^5 

8. Racionallza el numerador en' cafla uno de los sigulentes e^ercl- 
clos: ■ -* ^ ^ \ 

9. Simpllflca: ' . . " . _ ^ 

(a). + (b)- (V5F+i)2 (-/a+vl) ' . ' 



11-4 , « A. . .2^8- . ^ 

« " " , ' • 

Vipto lo que se pueae hacer*par& simplificar prq^Quctos y 
coclentes de Vadicales, considereinos ahora sumas .y diferencias ,* 
de . radj-caieis. Tomamos siempr^' como gula el convenio de^.que una 
fjcaaer no €fsta Qn foiTna simple si xjonti^e operaciones Indicad'as 
quVpuedan" efectuarse. Consldera ^VS" Giertamente, 
il estan cada una en forma simple y no podemos efectuar la 

.operacidn indicada de sum^ir'^VS' y . V3-. * For lo tanto, + • 
es una"^ frase- simple. . ^ , ' 

. Por otra parte, considera 4 V5" - 3 'v/l2. ^ediante el prcL- 
cedimiento ya eoiiocido, obtenemos; , i 

4 a/^ - ,3^V12. = 4>/5 - = (4 - 6) V3 = -2 -vf . 

La 'Ultima iguklda-d es una«consecuencla inme^iata ^e la propiedad 
distributiva. Por lo tanto, en es1>e*caso pudimos sji^nplificar 
consideKableraente la'fi^a3e. 

iEn qu^ dlfieren estos dos ejemplcis? La suma de dos ralces 
cuadradas diferentes, ninguna (Je las ouales contiene un factor' 
que' sea un cuadrado exacto, estd una forma simjae. Por otra 
' parte, sf una o rads^ de las ralcies cuadradas en la suma contiene 
un factor que sea un cuadrado exacto, hay la posibilldad de ,sim- 
plificar la frase raediante el uso -de la propiedad distrlbutiva. 

Gonjunto de problemas 11~4g ^ - 
Sirapliflca: " - * 

1. (aXViT +yS - lb) Vl8^-V27 (c) 2V1S +3V75 

2- V(a) 8"^-. 1 V8" (bf -^+^1 ' (c) 1 V63 + 7VF . 

3, (a) V34 + |'\^6 -Vio \'(b) - 4Vi88 - ^V72 Vyiu . 

5. Suponlendo^que a y b sesm* n\3merps positivos, sirapliflca 



las slgulentes expreslqnes ; , . — 

(a) V9a+V^ (byaV3a+,2V? (c)^~^ 
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6. ■ iPara que Valores de son clertos 'im-algblentea enunoiados 
(a) « 5 (b) ' • 




11-5. Haloes cuadradaa 

Has aprendi<ao a reconocer Imediataraente las ralces cuadraAas 
de 1, 4, 9; 16, 36, 49. 64,, .81, lOO; 121, y' 144. ' Tal* vez^puedas 
reconacer hasta la^ ralces cuadradas de 225, ^00, 625, 90O, etc. , 
debido a que las r^lces cuadradas de estos raSmeros son raclonales. 
?6r otr^ parte; icudl es la ralz cuadrada de 5?, '^ ^^^J ^ 

Estas son pregun^tas conrplet'araente dlstlntas, porque ^/5 . y V.0621 
son nilifteros Irraclonales. x 

Puedes locallzar en la recta num^ripa el niSmero^ simple - 

;mente locallzaiido el ntimero 7/ Pero, ^cdmo puedes ^localizar el 
-^r^lmero Irra-cl-oTiar l<l^^ slgnlfica "hallar", 
"localizar", o "evaluar"'un numero Irracr^nal tal como ^0? <Por 
"evaluar V5" entendemos el procedlmlento de hallar dos n^iIneros 
mclonales entre los cuales est^ V5. Cada uno de estos niiineros 
racionales. seaiama una anroxlmaeldn a ^/3. Cuanto mas cerca est^ 
uno del otro, estos dos numeros racionales, mejor sera la aproxl- 

macid^ , * • 

Asifiu evaluaraos un numero irraclonal en el sentldo de hallar 
• ni5meros racionales quife estdn cerca del numero Irraclonal. 

Corao 1^ = *1,' ~ W5f = ^ y 2^ = 4 ycorao 1 < 5 "< 4, sabe- 

mos que V * 

1 < ^ < 2. ^ • ' 

Estas aproxiraaclones a n/5 son los enteros Aas p^oxiraos a este 
ntSmero. Conslderambs ahora.los sigulentes cuadrados: 

(1.1)^ =. 1.21, (1.2)^ = 1-44, (1.3)2 = 1.69, ^ 
[x:i f ^ 1.96, 6.5)2 ^ 2.25, (1>6)2 - 2,76, . / 

(1.7)^ « 2.89, (1.8)2 ^ 3^24^' (-L^9)2 ^ 3^53^^ 
• Una simple Inspecoldn nos_ muestra que * , ' 

' 1,7 ^ 1.8. . * \,' , 
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Eatas iaproximaclones porresponden a las ^eeimas mas prdklmas. -De 
nuevo, ^al tratar los cuadrados de las cent^slmas entre 1^7 y 
1*8 enCQntramo8.que (l.,73)^ = 2.9929 j -^7^,)^ = 5.0286. Ppr 
lo tanto, * . * , 

y aa^ teneinos\aproxlmaciones a las cent^simas maa prdxi- 

mas a Escribe los, cuadrados delas rail talmas entre 1.75 

y 1. 7^,^- y halia las aproximaciones a ^0 en las mll^slmas mas ^ 
prdxjinas, (Sugerencia; Trata 1.752,) Bate procedimiento podrla 
continuarse Indeflnidamente, . encontran.do en oada etapa suce^va 
dos n\5meros racipnales que as acerquen mia y mas uno al obi»o y * 
entre los eualea eatd V3, Declmos que cada una do estJ.as aj^roxl- 
maclones aucealvaa co)|blene una olf ra* Wa qu« la aproximacldn . ' 
.anterior. . ' * ^ 

. Ves que podemos colocar a \0 entre dos ntimeros raclonales 
arbltrarlamente cercanos el uno del oiro. ' Esto puede hacerse con 
cualquler niSmei^o Irraclonal, aunque el procedimlento eraple|kd6 

—73 • 



1.74 




4^ — — I 



aqul 'es muy lento y laborioso. 

Afortunadaraente, hay maneras md'Si eficaces de evaluar ralces 
cuadradas que el m^todo de tanteos que acabamosiH de emplear. Des- 
crlbait^os una de ellas, Erapezaremos eligiendo corao eatlmacldn 
tosca una prlmera||.proxiraacldn^ Despu^s aflnamos nuestra prj^era 
aproximaclon mediajate un procedlmlejnito adeguado. 

Para lograr una estlraacidn tosca del valor de la .ralz cuadrada 
de un n\5mero, deberaos prlmero expresar el nuraero en una forma tlpo. 
Entendemos por esto escribir el numero corao el producto de un nu- 
raero a entre 1 y 100 y una potencla de 10., Por eJemplQ, 

592 = 59.2 X 10 3.92 X 10^ 

' 5920 = 39.2 x 10^ = 3.92x10^ 

59200 =- 39. 2 X 10^ = 3. 92 X 10^ 
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PodemoB Ver q-ue obtenemos .59. 2 X 10^ ,al" miltlpljUjar 5920 
^or - 10"^ 10^ ( iQu^ n\3imeP0 es 10"*^ x 1^^?) \ - ' 

' 1920 « 5920(10""^ X 10^) « (5920 X 10-^) X 10^ « 59.H X 10^> 

Observa oue'podejtftos escribir cada uno de estos numei^s como 59.2 
TOultipll-^tao por -una potencia de diez, o comoa 5.92 multlplicado^ . 
por una 'potencia de 10. Andlogamente, podemos. escribir 

'0.592 =; 59.2 X 10"^ « 5. 92 X 10*|. 
. , 0..o'592 = 59^2 X 10"^ = 5.92 X 10" ' ^ 

0.00592 = 59. 2x 10"^*^ 3.92 X 10'^, 

donde, por ejeinplo, obtenemos 39.2 x 4o'^ al multlplicar " 0.00592 
por - 10^ X 10"^. ... 

0.00592 0.00592 (10^ X 10 ■"^) * (0.00592 X 10^) . X'lO"^ 

• = 59. 2 X lO""*^. , I , 

Con arreglo a la forma a x 10^, en la que a es un numero entre 
1 1^100 y k es un entero, es poslble escrlblr cualquler niS- 
merode dos maneras. En una de ell^s, k es un enter© par y Qn la 
otra, k es Irapar. Escribe de dos raaneras el nurae^ro 29,500. Haz 
lo mismo cort \0, 000295/ con ^00295; G6n 2.95. . ^ 

Ahora estamos preparados par^^lograr una estiraacidn tosca de 
la raiz cuadrada de un ntiraero. / ^ 

Nuestro metodo de estimar ^pendera de que esoribamos el nu- 
raero como un producto y de qu^ utlllcemos el teorema -s/ab = VaVb 
para dos n\5meros no negatlvo^ cualesquiera • a 2: b. Escogeremos 
a y b. de manera tal que ^a fdcll estimar una ralz cuadra^ de 
cada uno de ellos. ^ En paJr^lcular, si escogemos b como 10 , 
aiendo k un entero par , podemos hallar -n/F exactaraente. Halla 
las potencias^d^ 10 que'completen los sigulentes enunciados: 



•IK 



l/i^m 10^ Vi? 

"^10^ « ? ^10" 
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Si escrlbimos nuestro mSmero en la fonaa'tipo desoclta ante- 
rlomente, el primer factor sera von riiJmero entre " 1 y 100, Por 
e^emplo, 35^000 « 35.4 X 10^. Asl, , . ' 

Para'^^5. 4 y para \ualquier numero entre 1 ^ 100 no es * 
dificil encontrar Ips enteros jmas prdxiinos a la.raiz cuadracla 
de- dicho »numero. Esto es posible debido a gtie estamos famillari- 
zados con 'todps los numeros entre ,1, y lOO que son cvia,da:'ados ^ 
exactos. Asl, pnes/35. ^ esta, entre 25 y 36> por lo tanto, ' 
V35. ^ esti .Sntre 5 y 6. • Para cada /uno de los slgtiien^;es 
mdicales, halla dos- enteros oonsecutivos entj»e los cuales est'd 
el numero irracional,: , , ' 

* Yl9^' V"l738" 

" ViT Vii76 i VT r 

'Combinemos ahora las ideas que heaios desarrollado y utill-. 
c^moslas para evaluar V354000, 

V354000 = ^/35. 4 v^lO^ * 

"Ya que . . 5 < ^ 6, ' 

entonces. 



•. 5 X 10^ •< a/^Pt/io^ •< 6 X 10^, , ^ ' 

'I 

500 < n/55TO?t •< 600,. _ ; 

Como V35. 4 egta mas cerck de 6 que de 5^ escrlblraos 

> V35^0O0 « 600. 

En este, caso el slmbol(^ " « " signlflca "es aproximadariiente 
Igual a". iComo podrlaa comprobar que 6OO es aproxlmadamente 
igual a 'sy354000? ^Est^ 60p^ bastante, cerca de 35400? 

EJemplo 1. Galcula ^proximadamente V. OO537. 



Si 




entonces, . 7 x 10"^ < -/^Tf-JlO'^ < 8 x 10^^, 

. 'Q"? ^ V.0055J . 08. . . 

Como y53. 7 estd mas cerca •? ^ que de 8, escriblmps 

V. 00537 « .07. 

Ejemplo 2. Calcula aproxlraadamente V5^6. 

" , , . « 2 >^l-0 ■ , 

_ ,^ ■ . . . - » . 

Cbnjunto de prob'lemas 11 -5a 

_Halla una prlinera aproxlinacidn para cada uno,de los sigulentes 
radicales: ^ 



1. 
2. 
3. 
4. 



(a) V27 M VW 
(a)V7900 ;(b)V^ 
(a) V8?6 (b>V8^600 
(a) V2280000000' . 



(c)Vlf (cl) (e) VT 



5. (a) 



10 
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(c)V^0Q0079 

# 

(c) 7.0846 

(b) V.®00000053 



(d)V80" 



77 X 10" 



El prdxiraQ paso derivar, de la primer a aproximacidn tbsca, 
una inejor aproximaclon. Para hallarla basta con trabajar" a base 
solaraente del prlmero de los dos -faetores obtenldos en nuestro 
....^lixjcedimlento.,^ (iPor ave?) ' < 

Volvamos al ejeraplo 1 anterior en el cual estlmamps que 7 
es el entero mas proximo a V53. 7.« 



/ 



Considera el producto pq = 55.7. Si p » q, entoncJes p 
(y 1;arabien ^q) es V55. 7. Si p es mayor que */55. 7, entonces 
a fin de que pq sea todavla ij^ual a 53-7, q debe ser inenor ■ 
que «/55v7*.v Vemos, pues, que V55.7 esta; entre "p ' 2; ' ' s 
.AnsLlogamente, si p es muy pequeKo, q es muy grande, y 'la raJtz 
cuadrada tbdavla estd entre p ^ 

En nuestro caso/ sejs^ p ^« 7| entonces gue es aproxi- 

madamente 7.68, es el valor de q par^ el cual pq - 
C^hforme a nuestro plsuiteamlento anterior^ VsJTT esta entre 7 
y 7.68, Tomamos como slguiente apro^^flmacidn un numero qxxe sea 
el termlno medio entre" ellos* Por Ip tanto^ hallamos la* media 
aritiaetica de p Q^, o sea P g 

En este caso. — — ^ =» k — = 7o^« \ 

Se puede mos1;rar que ^ste nuevo ni5|nero, 7.54^ esta mucho 
cerca de V5jJ.7 q^ue nuestra primera aproxlmacldn, 7^ y queues 
mayor que ^/5577* \Asl, 7 < \/557T^'704, En realldad, 7*32 < 



7 "^ 7*34. Comprueba esto eleyando al cuadrado 7»32 y 7.34# 
Si necesitaraos tina aproxlmac^l^ a^^n me jor^ podemos usar esta 
segunda, 7*3^, como p, calbul^ar q^.^ y hallar la media \^ 

aritmetlca de estos ni^evos' valores de p 2[ q. Para slmpllfl car 
los calculos< redondeemoB 7.34 ^ a 7.3. 

. ^ . P - 70 ^ 

q - 7.356 

P ^ 7.3 ;H 7>356 
2 ^ 



*S1 pq « 53.7 * 21 P ^ n/53* 7, entonces 

. pq ^ n/S^TT q/ 
^ 55. 7 >' V53?f q, 
>/55rT > q. 



Emc . • ss 



De alil que. 



g^t 656 



'ai-5' 



1^ 



4 



vC^Ssfr"^, 7.328 X 10*"^, 

\/. 6(3557 « .0732B. , • ' ' 

En real-ldad, 0732"8 •< y. 00537 . 07329. Qulzas tie gustarla ver l^o . 
•ceroa que cae esta aproxlmacioni para ello cuadrarlas .07328v^y 

.07329. ^; -r^ ■ \ 

EJemplo 1« Halla "una segunda aproximaci^» de ^763.. 
' - ' c Vf55 = ^/7^^.x-^/^0^ 

. « 3 X 10 



./755 « 2.77 X 10 " ' 

« 27. 7 y • 27. 6 ^ ^ 27. 7. 



aproxlma 


divide* 


pi»omedla 




P 




3 


2.5^ 


•2.77 , 



Ejeinplo 2. Halla una tercera" aproxlmacldn de ' V. 2138* 
Z;"^ . vr^B^ = ^/5I3S X VlO"^ • ' 

«• 5 X 10"^ * ■ - 



. 4.6 + 4.648 9. 248 > 
= 4.624 



aproxlina 



5 ' 



4.6 : 



divide 



21. 38 



' 4.28 



\, 648 



p^pomedia 




4; 624 
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Pe*6ihl que , ^ -7.2158 « ^.SEit-^x 10 

- ■ , ■ * * • 



-1 



'JTST^B -^62^ y At23 < V.2158\^ . 4624 



\Retsume3n: ?ara efectuar un calculo aproxlmado de a/x^ ascribe* 
'priraero dicha expresion 00*110 el prodiacto de la tbSz cuadrada de — 
nxlffl5y&^ a ^^^tre l ^y 100 ;y tina potenela par de lOj 

» ' ^ ; \ "... . ' ' * * ^ 

Segundo, determine un entero posit! vo p menbr que 10 Q\je ^ 

..sea la p3?iTnera |cproximaoi6n de 'N/a* Para enconti^r la segunda_' 
, aproximacl6n divide*- a por p para hall ar q, *(q « y deter- 
mine la media ar^tmetica de p^ ^ q* Este proinedlo, es ,1a 

segupda aproxlmaclon para \/a, 

^ ^ Entoncres n/5c ^ t ^ x 10^. 
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"Efect'da la division hasta qu^* el co^iente tenga tres 
cifrasy y recuerda ;>iue la tercera clfra puede no ser aorreota* * 
Si §e desea mayo:p: preclsi6n> redondea la segunda aproxlmacldn 
^ ^ hasta dosVclfras y repite' el procedlmlento de c[ivldlr 
V y hallar el proTnedlo, Generalmente, la^ t,ercera aproxlmaclon 
- as! obtenlda tendra un error de no mas de 1 6 2 - en la' cifarta 
clfjpa* Con esto queremos deelr que la dlf erencia entr,e, Va y 
su aproxlnjiacldn as raenor que •002. Si todavia deseas una aproxi- 
macidn me jor, repetir^s el procedlmlento de dlvldir y hallar el 
promedlo (pero sin redondear el divisor). ^ 

Cada nueva aproxlmaclon es mayor que- el valor de la raiz- 
cuadrada y cada una tendra alrededor del doble jde clfras correctas 
que la ^aproxlmaclon anterior^* ^ 
iOdmo sabemos que estos enunci^idos son generalmerite ciertos?^ 
Los ejemplos num^ricos anter'lpres llustran un resultado que es 
poslble /demos trar aplicando las propledades fundamen tales de las . 
operaciJpnes* _ ' ^ * 1 , 

4 \ Gonjunto de problemas 11 -^h 

!• Calcula uTia segunda aproxlmaclon para* cada uno de los slgulen- 

» - , , - . \. * ' ^ ' ' ' 

tes • * ' A 



6s 



* . -507- ■ . ■ 11-5 . , 

(a) V79i? • " (c) .VO.6884 • (e). VO.0058O 

(V) ? " (4 , . (fj ' 

• Caicuia una tercera aproximacidn^ para catia uno de- los siguien- 

(a) -jOMm • '[ {d), V5. 1416 • 

* ». , • • . ■ • ■_ > , » ■ • 

(c) ^^/55B?? . / .*(f)' V502060 . • ' 

Eq^una tabla.de aprbxliaaciones declmales de.las ralces cuadra- 
6as de los entgros del 1" al « lOO,* leemos lo slguiente: 

Utiljl^^ esta lnfomacl6n para calcular una api'oxlmaeldn de: 
(a) Vo.007^ . , ^ (d) V07O8- * - 

(cj -yTTf- f ••V(f) A066,000. ; • 

^Calcula segundas aproximaclone^ para I0& elementos del con junto 
de valldez de cada.iiria de las ^igulent^ ecuaciones:. * ..^ ^ 

•(a),;x^ =*0.0124' : r (b) 'x^-5f^ ^0^ - ' - 

Los'e^fcudiantes que asisten a la Escuela Superior Lincoln 
■tle^en ra costumbre de atajar atravesando un solar vaclo que 
hay cibrca de la* escuela," en vez de segulr^-la a^era que va por • 
l^a esqulna. EL sqlar es irectangular, de 200 pies por 500 \ 
ples.^ y el atajo slgue una llnea" recta desde una esqwlna del . , 
solar hasta la esqulna opuestta. Halla, con aproximaclon^ de un 
pie, la longltud del atajo. " • . • 

Una ;escalera de catorce pl'es ^e largo descansa contra urta pared 
vertical, y'su extremo .inferior se encuentra a slete pies de la. 
. base de la 'pared. Deterraina" la altura a la cua3» la escalera se 
; apoya en la pared. ^Que ^proxlmacidn cabe esperar de 'tu calculo 
^jfi este ^ii^o? . 
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Una pleza de una maquina iiene isi* 
forma cie un trlangulo rect^ngulq con 
hipot^nusa <le 13.20 centfmetros y 
•un cateto de 10.14 centimetrps de 
largo. Calcula la longitud del otra 
Miateto hasta una tercera aproxlma- 
cl6n. ' * 




Problemas de repaso 



Slmpllflca las slgulentes exppeslones e indlca el* dominlo de 
la "Variable . cuando este i?est^ingldo*: * , * 

(c) VeT* * " • (D V^Yif (1) V2(Vi"+Y6) 



Slmpllflca las slgulentes expreslones 'e inmca ei dominlo de 
la variable cu^do este restrlngido: *• * 

(a) -^W ^ iffS +Vl2 (d) (3*)(2^) 



Cg) 



(c) ■\A(a + 



+ 1 



Slmplifica las slgi^entes expreslones e indlca el dominlp de 



la variable cuando est^ restrlngido 




gmmm ^mmh* jImM» 

\4. ResTJelve lAs slguientes: 

•»■-'■*» • , * *,■' 

(c) y2 »'2 (f) 2lxl*+>2 , 3 

5, En cada uno ^de los ejerclcloa slguientes, .eacrltoe uno de Iqs 
. ' '* sliftbolos < , = , > entre las dos frases, de raanera que re- 
* • suite un ehunciado cierto: . ' , , * 

(a) 1+ fx' I' . x«'5 . • ; 

■ ih)^ X + para x > 0 - ' • / 

(c) Va^ + -b*, (a+b), para a > 0. y b>-0 

: • (d) -5^, ^/5 , * " * / ' > • 

(e) (Vm +'^/E)(^/m - S), (m *- n), ^ "para m > 0 ^ n > 0 , 

•6. CalQula la segunda aproximacidn de V390. ' 
. 7. calcula la tercera. aproxlmacl<3n'*de V3900. 
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+ 3^ + 3^ 




3* 


+ 3* . 3* 
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8. Escribe como potencias d<C^merales simples, si esposiblej 
(a) 3^3^ 

'(b) 3^.2^ 
(c) 3^*$^ 

9. Expresa como potencias de 10' (n^ es un entero); 

V . (a) 10-2 X ^^2 ^^^2 lo;3 X 10-5 ^ 

•' Y^y lO^'^ 10^^ ib^ X 10"^ * Or. Q • 

' 10^ ^ V ^Q'^ " ' 

10. Simplif±ca las sigtaientes expreslones (si^pniendo" tue ni^una 
de las variables toma el valor cej^) : ' ' ' * 

s 1 



1 . 1 



(*) '-i- " (d) 3L1J - 



"1" il" 



5 ■ 1+1 



b3 

("l-f (e) ^ 

' — • X 

mn 

(«) "A I (f ) 



11» Resuelve: 



(a) - 1 > Ix \ ■ '(a) |»| 

f") "^'^ . "(a) (q ^ 3)2 = ,2 , 21 
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5 ^ ^ ^ ' X +^2 - X + 1 

.12. Una expresidn Actable que' nbs da muchos niimeros primos es 

1^ : ^ n^. - n + 4l. • ' - - , 

Si n es cualquier niamero del con Junto (1, 2, 5, 40), 



■ el valor de la expresicSn es \m niMero. pri^, pero si n es 41, 
la expresi6n no da un niimero primo. Explica por qu4 no. Si m 
eiiunciado algebraic© es cierto para los primeros 400 valores 
de. la variable, ^serd nec4sariamente cierta para el valor 

siguiente?. * >^ \ • 

13. Un procedimiento que a veces se utiliza para ecpnqaiizar tiempo 
al calcular la media aritm^tica de niimeros gr&ndes es estiraar 
,un promedio., promedjar las diferenoias entre JLas cantidades y 
ese promedio y ariadir ese nuinero a la eatimacion original. 
Asl, al calcular, la media aritm^tica de, digamos las notas de 
tus examenes, que han sido 78, 80, 76, 72, 85, 70, 90,. podrla- 
' mos toraar 80 comp una estimacion razonable de la media. De-" 
terminamos ahorala diferencia entre cada uno de los numeros, 

y 80. , , • ^ / . , . ^ 

La suma de todas las diferencias - 
es '-9, .La media aritra^tlca de 
^stas es - j« Sumando este re- 
sult ado a 80, obtenemos 

74 

- . • como el promedio reqtierido.- • 
iPodrlas expllcar por qu^ fun- 
ciona este procedimiento? 

En cierta universidad se publicd la siguiente lista de los 
pesos de los futbollstas : 195, 205, 212, 201, I98, 232, 189-, 178, 
196, 204, 182. ' DetermiAa el peso medio del equipo mediante ^el 
procedimiento anterior, 

l4. A un ratdn que pesa « gramos lo alimentaron con una dieta . 
" nutritiva y aumento 25j^ de su peso. Luego se le puso a una 
dieta pobre y perdio el 255^ de su ^eso. Halla la dlferencia\ 
entre el mimero de gramos que pesaba al comienzo*y al final 
del experiment© , . < 

,15. Un hombre necesltaba 7 galones de plntura para pintar au casa . 
y corap*»©- t'res veces mas pintura gris a $6 el galdn que pin- 
tura b'lanca a ^1 el galon. Si la^cuenta por la "pintura fue 
raenor de ^50 ^ halla cu^ntos galones de pintura coraprd de cada 



78 - 


80 - 


-2 


80 - 


80.-^ 


0 


76 - 


,80 = 


• 


72 - 


80 = 


-8 


8^- 


80 - 


5 


70 - 


80 = 


-10 


90 - 


80 - 
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coXor, (Suponte que la plntura s$ vende en reciplentes no - 
menores 'he un cuartlllo. ) " . , 

16. Demuestra: Si a > 0, b > 0 y a > b, entonces -s^ > s/^i 
■ ,r' ^ Sugerencia: Utlli?a«la propiedad de Gomparacldn 

• . en una demost3?;aci<5n Indirecta. 



i 




I 



\ 
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. Capftulo 12 . 

12"1 ♦ ^ Polinomios y factorizacign I 

En el capftulo. 10 vimos que'es muy ventajoso el poder expresar 
un numeral' en forma factor Sill. Consideremos, por ejemplo, el 
ntJmero 288. El nombre corriente de este n^bero es en realidad una 
abrevlatura de "2(100) + 8(10) + 8". Gran parte de la aritmStica 
referente al nAnero se J>asa sobre esta forma. Tamb±€n toaieiaos la 
forma factorial '*2^*3^\ iQuS forma utilizarfas si necesitas . 
averiguar si 288 es o no un cuadrado perf ecto? si quisieras 
obtener la expresitfn mSs sencilla de^^ V2'88? En el Slgebrrf, la 
forma factorial de un entero positivo es con frecuelacia la mSs 
cpnvenient^.- 

Puesto que la descomposiciAti factorial de los enteros en fac^ 
tosls primes ha resultado ser tan iftil, es natural tratar de ave- 
riguar si podemos anilogamente presentar las expresiones alge- 
braicas en "forma factorial" , esto es, como productos indicados 
'de frases mSs simples. Ya has hecho problemas de esta clase. 
j» iQu6 propiedades de los n^eros reales nos permiten escribir, para 
cualquier n&aero real x, 

3x^ + X « x(3x + 1) ? 
Tambi^n podrfainos escribir + x en la forma fa<ltorial 



,) X + 1 



(3?+ 1) 

iPor qu€ no es e^ta iSltiW forma tan inter esante como-^a primera? 
Una raziSn es que el factor "3^^ + ^" ©s m5s complicado que la 
pxpresiiJn dada: incluye una division, mientras que "3x + x" 
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stflc. contlene sumas y productos* R6cordaDOs nuestro estudio de 
los enteros positives; era tStil factoriza^ enteros positives 
sobre los enteros positives, pero no so>re los racionales o los 

reales ♦ • . 

,* . ' ' 

^(^S tipo de expresl^n corresponderfa ahora a unentero posi- 
tivo? ' Con otras palabras, ipara qu5 tipos de expresiones seri 
interesante el problema de factorizaciSn? Ciertamente, f rases 
comp Sx"^ + X, 35:, 3x + 1, deben ser aceptadas miCTitr^s que 

2 

frases tales como '^'^n serf an excluidas. ' 
' + 1 * 

Examinemos m5s detenidamente la forma 4*^ la frase 

■ . , 3x . + X . . ♦ 
^Contiene el- entero 3, la variable x, y operaciones indicadas . 
*de sxma y multiplication • For otro lado, la frase 



i 



3x^ 4- X 
x^ + 1 



contiene los enteros 3 3^ 1^ l€i variable x, y operaciones in- 
dicadas de siama, multiplicaci6n y divisi6:| t> Como vemos, la dife- 
rencia esencial entre^dichas frases que la segunda contiene 
la division en tanto que la primera no* 

Nos vemos asf orientados hacia ima def inici&i general de 

2^ - * 

frases como ''3x + x" . * 

Una frase fomada con enteros y variables ^ y 

sin 'm4s operaciones indicadas que la «&ima» 

resta, multiplicaci6n y la toma de opuestos, 

se llama polinomio sobre los enteros > 

SiJla frase contiene siSlo una variable^ digamos x, tenamos 
un polinomio en x» Asf, "3x^ + x", ^^3x + 1*% '*x" son poll- 
ncmiios en x sobre los enteros . 
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Kts ade3jante ext-pderBmos nuestro esti^^ actual a poxmomios 
sobre los ni^eros reales, pero por ahora Wpolinomio" sigjtiificarl 
"polinomio i?obre los enterps" . . 



Goniunto de problemas 12-la 
En los problemas 1 y "2, ^cuSles son polinomios sobre 



enteros? 



1. (a) 


3t + 1 


(e) 


(x - 2) (x + 3) 


, (b) 


-h u. ^ 


if) 


3 




•3a^b 


(g) 


rq --/r 




•2- ■ 


(h) 


|xl +1 


2. ^ (a) 


» 

(s + 5-)(t - l)u 


(e) 


x^+ 1 

X 1 


(b) 


|(x - 4) 


(f) 


X + y 


(c) 


2(x^- 1) + x(x -,1) 


(g) 


a 




(3x - y +. 7)^ 


(h) 


3s(u + v) 
s 



En los problemas 3^y 4, simplifica efectuandp las mumpllca- 
ciones indicadas y reduciendo t^rminos. iEs siempre el resultado 
un polinomio sobre los enteros? 



3. (a) 2x(x - 2) 

(b) xy(x - 2y) 

(c) (t - 2)(t + 3) 

(d) {-3xy^)<|x2y)2-' 



(e) (u+|)(u -|) ' 

(f) (x+2)(x+2) 
i(g). (3t - 8)(6t + 11) 

(la) 2<y: - 1) +.y(y - i) 

\ 



M M - 1) - (8 + 1)(6 - 1) 



Cb) (a + V2)(a -72) 



''r^ (c) '3s(u + v) 



(d) 3u|u +^) - uv 

(e) * 2(s + 1) - 6st 

(r) (x - 2y + + y - 2) 



it'"'* 



5. iSoTx siempfe polinomios.sobre'Iog ^teros la? svimas y pro- 
ductos indicados de polinomios sobi^los enteros? 

6 . iPodtf a un cociente indicado de dos polincMaios ser en algcfa 
caso un polinomio? iPodrfa en aXgdn caso tal cociente ser 
simplificado^de modo que sea un polinomio? Da upi ejemplo. 



\ 



VolvamQs al problema "de • Xa factorizaci^n de expresiones que* 
no^copidujo en primer lugar a- considerar polinomios.' De igual 
' . mod<kme el problema de la factorizaci&i de niberos era mifs inte- 
resante cuando se limitafea a enteros positives, asf en el Cfso de 
" Xas expresiones, el problgma de descomponer en fac tores resulta ,* 
mis' inter esante cuando se restringe a Ips polinomio^, ' ' 

Recordemos la expresi<5n "3x* + x" que consider am9s al prin- 
cxplo de esta secciAi. Es un polinomio sobre los entero^ y vlmos 
que la propiedad distritiiitlva podrfa utilizarse para escribirlo 
an la ^|onn^ factorial . ^ 

V ^ \ 3x^ + X - x(3x + 1)1 

Puesto que "x" y "3x +1" son tambi^n polinomios sobre los 
..-^.^entaro^, decimos que hemos factor izado mi-> polinomio soteeilos en-» 
C^erds. 

£sto sugi^re una explicacitfn de nuestra oposici^n a i^eptar* 
la descomposiqi&i 



/ 



Qaeroaos que los factores "3x2»+ x'» -se^ frases de la aiaaa 
claae <iue "3x^ 4- x" , ea dfeelr. pollnomtos . ^sf, pues, 
problema de factortaaclgn cotisiste en 
expresar m poli^omlo dado como tin producto t > 

Ijadi^cado de polinomlos. : ^ ^ 

Lo mismo que en el caso de los enteros positives , tambi&i 
aquf deseamos llevar a cabo el proceso de factorizacitfn de poli- - 
nondLQS tan lejos como sea posible, es decir, basta que los fac- 
"twes finalittente dbtenidos no puedan ya ser descompuestos en poli 

nomios "raSs.simplei^'*. • - 1 

La £actorizacj.<^ puede considerarse como el procesb inverse^ 
de lo que bemos llamado '"slinpli£icaci<5n" ..' For ejemplo, dado el 
polinomio 

^ x(3x + 5y)(2y - x), 

lo "simplific^os" efectuando las multiplicaciones iiidicadas y 

reduciendo t^rminos semejantes; obteni&idose.asf el polinomio 

2 ^' 2 ^ 
-Sx"^ + x^y + lOxy . . 



Por otra parte, para f^ctorizar el polinomio 

. -3x^ + xV + ioxy?> 

debemos. en cierto modo invertii^ los pesos #gdidos en la simplV 
ficaci^n hasta obtener , 

x(3x + 5y)(2y - x). 
Examinando cuidadosament'e el proceso de aimplificar productos 
indicados, lograremos en este cap^tulo obtener tScnicas para 

tratar los problenas de este tipo, 

Observa'que el polinomio obtenido mediante la simplificaci&a 

anterior es una suma de t€rminos, cada uno de los cuales es tam- 
-bi€n un polinomio. Un polfnomip en el que figuran a lo mSs pro- 
' ductos indicados y el tomar opuestos se llama un m^iomio, Por 



■ 12-1 ^' f ; ■ " -31a- " . 

.consiguieate, cada imo de los tirminos -3x^» x^, lOxy^ es \m 
monomio^ y hemos escrito el polinomio dado como una suma de mono- 
mios . Todo polinomio puede escribirse de esta manera como xina 
suma de itibnomios. 

puando. un polinomio en una variable se escribe como una suma ' 
de monond.os, decimps que su grado es el mayor escponente de las 
potencias de la variable en los monomios. ' Asf^^or ejemplo, 

. 3x^ -2x + 4 

,es un polinomio de gradq do^. . Tambi$i, decimos que "3" es el 
coeficiente de x^, "-2" es el coeficiente de x, y "4" es el 
tfrmino const ante , Un polinomio de grado dos se llama polinomio 
cuadrlttico , 

Al factofizar polinomios en una variable, nuestro objetivo 
es obtener factores po4in&nicos del menor' grado posible. 

Conjunto de problemas 12- lb 

En los problemas 1, 2 y 3^ indica cuS],es son^'ejemplos de facto-- 
rizacitfn de polinomios sobre lo% enteros 
!• (a) ax + 2ay = a(x + 2y) ; ' 

(b) - 4 « (x + 2)(| - 2) 

(c) . 3 « (s +y^)(sN;^) . . - 

(d) 3t - 5 « 3(t - .|) ' / ^ 

(e) a^ - 2a + 1 = (a - 1)^ ( 

(f) 9y2 . 4 » (3y + 2)(3y - 2) " ' \ 

2. ,(a) u - 9 =» (yti + 3)<yu - 3) / 

(b) r3 - 3s2 « (t^ -H D ^V 

(c) 3xV - 2xV « (3x - 2y)xV 

(d) a(c + d) - b(c + d) « (a - b)(c + d) 
' (e)^t^ - 1 « (Itl + l)(|t1 - 1) 

(f) x^ + 5x + 6 ^ <x + 2)(x +3) 
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3. (a) 3x<y^ 4- l)A ^2zi:^ + (y^ + l)(3x - 2z) 

' , : ~ ~f — — — ' — — ^ ■■ 

<b) -;h t .f « (1^ - 1) V' ; / 

"(c) 3rsV+ 5r - 10.st i.6t « r(38 + .5) - 2t(5s + 3) 
(d) ac - .T)0 - = a(c + d) - *(o + d) 

, ■ (e) a^x^' + « + 1 - a¥(f)^ + (f) + (^) .' 

4. Verifica^si las factorizaciones en ios problemas 1, 2* 3 
soi^ correctas, efebtuando en'cadgxasp las raaltiplicaciones 

indicadas a la derecha. ^\>4^"' ^ 

5. iCn&les de Ios polinomlos siguieites est^n en forma fsicto- 

0 ,,iiai?' - ; ■ •; , 

' (a) (X - 3)(x - 2) (d) (X - 3)(x -'2)(x ~ 1) + - l)*' 

^ (b) (x - 3) + (x - 2) (e) + y + - y - z) 

(c) (x-3)x-2 (f)' 3z(z + 1) -»2z 



.^n los problemas 6, 7- y 8. utillza la propiedad distrlbutiva, 
es posible", para factor izar tan comRletamente como puedas, los 
polinomios siguientes: . , • , . 

6. (a) a^ + 2ab - • (d) 3x(xz - yz) " . - 
(b) 3t - 6 ' (e) ax - ay 

T. (a) -^ + - - •■ (T^3 - 2a^ + 3a- - . 

M ISa^'- 39b • (e) ■ 6x2 V WKy - 150 ■ . 
(c) x^ - xV • -. (f) 3xy + y!x- 3) _ ■ 



y 
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8« (a ) 2{z + X) ~ 6zw 



(b) 

(a)^ 3ab + 4bc - ^aq 
(d) abx - aby 



9. 



(g) x{hx - y) > y(4x - 

(h) 36a Vc2 



A 



3x + 2, 5 - X, (3x + 2) (5 - x) 
- 4, 2x + l} (x^ - 4)(2x + 1) 



^Cu5l es el grado de cad^ uno de los siguien^s polinomios? 
(a) 
(b) 
(c) 
(d) 
(e) 

(f) 



2x^ - 5x^ + X , 



.x^(2x^ Sjc^ + x) 



1 , 

*x^ 



7x5 . 6x + 2, 1.(7x5 - 6x + 2) 
- 3x - 7, (x . r 3x - 7)^ 



iC^i puedes decir acerca del gradc\ del producto de dos 
\ polinomios, si conoces los grados de Sstos? 



^^'^\Jagtorizacign mediante la propiedad dlstributiva 

En muchas de las aplicaciones de la propJ/eC^d distributi\5^ 
que hemos vfsto fen capftulos antefibr«s, tr(^fomitbamos produc- * 
tos indicados en sumas indicadas y sumas ^dicadas en piroductos 
Indicados. La tSltima trans formaci&i es r|almente una factorl- 
zacitfn y nos proporciona una imp|rtante tScnica pa€^/etcomponer 
en factjores ciertos polinomios . Ya vimos en la aecci&i anterior 
algunos: ejempitos sencillos. Ahora consideraremos ejemplos m5s 
complicados . • 

Ejemplo 1. 4t2 - 6t^. Este e^un polinomio en t. 
Empleanao la propiedad distributiva, podemos fscribir 
: 4t - 6t^ « 2t''^(2 - 30. 1 

EjOTjEOo 2. 6a3b2 - Sa^b^. ^Este es un polinomio en dos va- ' 



r tables, a J h. La propiedad distributiVa nos permite 



1 



, I cadfi. CM^^emo§^i^ pplinomi^;:^ polinOTiios * 

fo»m^^^a m5s si^^ En las fomas (i^^^ 
todavfa se^puede utilizar la propiedad difetributiva^para 
^ descomponeac aiJn m5s ♦ * 1^ el caso ( iv) la factorizaciaa., es 

Ejemplp 3i 5(zt - 2) + (2^ - 22). Ej^te es un polliiooiio en 
% una" variable z sob?^e los enterbs,"^ Primero>BScriblreiab3 



, 5(2 - 2) + (2^ - 2^) « 5(2 - 2) + zi^ 2)> ^ 
. Despu^s, comparanclo coji la' forma de la propiedad distribu-, 

- . f *" - . 'v ' ; . 

"tiya, tje^emos , t. * * , * , " r 

■ , 5^f^2) +'2tz - 2). - *(5 + 4<2 - 2). . " , 

• % » Obsferva cAno "identificamos c con (2 - 2)';considerado Sste 

* V , comp uia solo ntSnero. . La propiedad distributivii se ha')as£|,do 

^vidos veces, . primer o^para Qbtjeaer, z ■* . 2z ■» 2(2 2) y luego 
• ^ .^ar*" es<i?r4.bir 5(z -'2) + z(z - 2) ccrao el producto ii^idicado 

r " C5 + 2)(z - 2>. . , \ ^ • - 

t*'^^ Hemos visto mtichas apllcaciories^ de la .forma factorial* de 

V un entWo . Jliiilogamente encontraremos muph^s tambi&i para la 
■ J. forma j^ctorlal'-de tin polinomio. • . ' ■ *" , . 

Eiemplo a: Resaaelye^ 5(-z. - + (z^ 2z) V 0. . , 

. El> resjalt*ado del ejemplo 3 .nos dice tjue, para cualquler 

• * ''"n^ero real z, . • •. . , J ^* - . , 
; ; ' ' 5tz"2) + <z? - 22) - (5 + i5)(z . 2). ' * 



1^ * 
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, Por tanto, una ,^cuacil5n equivalfente es \ . * 

(5 + 2)(z - 2) - 6. ^ ^ : 

El con junto de vali4e2 de, esjtia ecuaci^n es {-5, 2 J. 

(^Por qu€?) Observa ctfmo' la fac'torizacidn'nos ayuSi^ a resold 

v^r la ecuaci<5n* . ^ \ 



;L Ggnjunto de prpblemas 12->2a ^ 

Factoriza cada una de -la^ siguientes expresiorms haspfa donde te 
sea posible, utili^ndo la propiedad distributiva* ^3^S casos 
ilustran la factorizaciSn de polinotaios sobre l6s €^t6ro,s? 

"l. 3x(2xz - yz) " ' , 



2. 6s^t - 3stu 



2 

3. 144x - 2JL6s + 180y* ^Qu5 has aprendido ya acerj 
-» ! u^v - I uv^'+ '3V^ . , , , ■ 




^ i 9. Sabv^b/^bc - 5ac 

10. a(x - 1) + 3(^5 -r) 

' 11. (x. + 3)^ - 2(x + 3) 
• .12. (\i + v)x - -(u +'v)y, 
V 135**(a - b)a + (a - b)b 

(x + y)(u - v) "+ (x +V)v • 
;15. (r -s)(^^+;2) + (3 -»(a d- 2) 
16. 33Ci(x "4- V) - 5y(x- + yy + (x' 4: y) 



■I 



17. 6a ^'*t 15ab • * , 

20. r(u. + v) - (a + v)s ^ ' ' ' ' 

21. (a + b + c)x.- (aV b V c)y • 

22. (aVb + c)(x + y) 7 (a + b + c)y > - 

■• > ■ • : ■ -v , 

\*'ta propiedad distributiva nos ha permitido descomponfer poll- ; 
nomios tale's eomo /x? + b3C|'^^ ax + ab en ' . 

• • x2 + bx - x(x + b) . . ' • 

y ; , ■ _ ■ ■ , ' . • ^ ' 

ax + ab « a(x + b) , " •. - 

respectivamente. GonsideremoS *«hora el pplii^mio ^ • 

; . x'' + bx + ax + ab. * 

~ Ver^s que podemos f actorisiar \a sbma los dos prlmeros t^minos 
■•* , • ' , • •* , • 

es decii; ^^'+ bx, y la suma de los dos tSltimo§,i^rax + ab. Asi 

que, . / 

' * . . x^ + 'bx + ax ab (x^ *t- bx) + Cax + ab> 

• . » x(x + b^ + a(x + b). 

Hemos logrado escribijr la siima dada dte cuatro t^rmlnos como ifna 
sia de doe tgrminos que tienen 'ttn factor •comiSn, (xH--b). Apli- 
cando la" propLedad distributiva poi? *texcera' ve2, obt^emo§ 

' . ' x^'+'bx .+ ax\M- -ab ^ *(x.+ aK^c + b), > 

' La. faCtorizaciSn tal cOmo la acabamols de hacer, por agru- 
^' pacKSn de tSminps > ^epende de la disposicirfip de los tSrminos: 
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Por ejemplo,. consider emos la disposici^n + ab '4- bx'+ aic. 
Esto se puede escribir asf: - 

n X + ab + + ax - (k^ + ab) + (b + a)x. ^ 



En esta forma, sin embargo, no Ray un factor comCb en los dos 
t&minos, y, por tanto, no nos conduce a una factotizacitfn del 
pollnomio dado. (^Por qug?) * ' 

> Bjemplo 5. Factoriza x'^ + 4x + 3x + 12, ' 

x'' t 4x + 3x + 12 » (x'* + 4x) + (3x +12) 

• X = x(x + 4;^ + 3(x + 4). » 
• a c -t be ^ (a + b) c 

f I A' ' I K l \ ' ^ " 

* x(x + 4) +,3(x +, 4) - (x + 3)<xT^t) . 
De^modo que, * \. 

* • x^'+^x + 3x +12 - (x + 3)(x +\f. 

nt&aero^ al ^^plicar por xiltima vez la pro^i^dad distributiva 
E4emplo 6. Factoriza xz - 8z + x - 8. . 

. xz - 8z + X - 8 -, (xz - 8z) +* <x - 8) 
^ ' S = (x - 8)z + (x - 8) a 

^ •' » (x.- 8)(z + 1); -t 

**Tjatemos con ptta agrppaciSn fle- lgs t^rminosi. 

xz - 8z + x - 8 = xz + X 8z' - 8 
. ^ \ - - (xz + x) - (8z +8) 

^ " » « X <z + 1) - 8(z +1) 

* . . - (x - 8)(z +1)/ ^ 

Eiemplo 7. Facfc^riza 2st + 6 - 3s - 4t». • ' 

.2st + 6 - 3s - At « ('2'st + 6) - (38 + 4t) _ \ 

• = 2(st + 3) - (3s. + 4t) *' 
Esta agrupaci^fe no nos lleya a.ntngitoa parte, QtiizSs otra 
^serfa mejor." Observa que 2st y -3s tienen un factor 



. comtJn s, y los t^minos restantes 6 y -4t tienen el 
^ £ac|:or cooriJn 2. Por consiguiente, ensayaanios^ 
. " 2rst + 6 - 3s - 4t » 2st - 3s - 4t + 6 

, « s(2t - 3) 2(2t - 3> 

' - (s - 2)(2t - 3). ' 

De -todo lo dlcho hasta ahora, mb debemos conclulr que tod^ 
los polinomios de gsta clase puedan ser factorizados sigulendo 
el mStodo de. los ejemplos 5, 6, 7. Algunos polinomios que se 
parecen a los considerados , senclllamente no pueden factorizarse, 
independientemente de la tagrupaclfiii. Por ej^iplo^ trata de fac- 
'torlzar 2st + 6 - 3s - 2t. ^ 

Con;iunto de problemas 12-'2b 
Factoriza cada uno de los siguientes polinomios, consider ando 
politiomios sobre los enteros mientras sea posible: 
1. ax + 2a + 3x + 6 " 

» 

. 2. ux + vx •I' uy + vy ■ ^ . » 

3. 2ab. + ^a^ + 2b +.a 

' 4. 3rs - 3§ + 5r - 5 " 
5. 5x+3xy-3y-.3 • ^ - . ^ 

6 . 3a + 15b - 3a - 15b ' , 

2 ■ • , • 

7 . a - ab + ac - be 

/ * A ♦ , . ' 

8. - 4t 4 3t - 12 ^. ^ 

9. p2 - pq t °iP + ■ * . > 

;iO,r. 2a.^'/ 2al;x/3" - 3ab + 3b?\/3 - ^ ' , a 

15ax +a2bx - 9cx + 6dx - v - 

iZ.. 2a - 2b 4 ua - ub +*va~-\b (Trata de formay>tres grupos 
"* ; . ' ' de a dos t^rminos cada uno .) 

■ • •' *'*' ^ , . . . 

13., xu + XV - xw + yu + *yv yw (Ti^ata de fWmjar dos grupos • 
. " " • de a tres tSrminos cada uno.) 
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14.* a?' - 4ax + 2ab + 3ac - 12cx - 8bx 

^ j|> o 3 

2 ■ ■ ' * ■ ■ " 

16. x*+Ax + 3 (Observa que 4x - 3x + x.)\ 

17. a^ - b^ (ObseiJVa tjpie a^ - b^ = - ab + ab - b^.) 

■ ;v_ • 



.12-3. Difierencia de cuadradok . 

Conslderembs,,para cualquier parade ntSm^os reales a jx 
el product© ^ » 

(a b)(a - b),» (a + b)a - <a + b)b« 

- * ' ' = + ba - ab - •b^% . 

• ^ • 2 \ 2 » ♦ 

* . . . • . * . « a • - b . 

Esto muestra que el producto de la suma y la dif erencia de clos 
ntlmieros refale^ cualesquieta *es iguar^a la diferencJa de sus cua- 
drados. . . * ^ ■ - 

■giemplo- 1. Halla el producto de la suma y la difefoncia de 

20. y ^2, u • ' • - ^ ^ ' • 

; ^ (20 4- 2j(20 - 2) « (20r - (2)^ ; 
V , ; * « 400 - ^4 

X 



Ejemplo 2^^ Halla. el producto de la suma y fla dif^enoia de 
. , 2x y 3y. ' '"-^ * , ;. 

" , .(2x + 3V)(2x -^3y) #(2x)^ - (3y)^^ ^ , 

= *4i3c^ - 9y^, ■ 
Consideremos ^ el .paroblema anterior desde otro punto de vista < 

Si nos d&n el polinomio a^ - b^, entonces 'sabemd^que 
, - a^ n bf = ^a + b)<a - b) . - ^ . ' 
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Bs decir, una diferencia de cuadrados se puede factorizar e^ un 
producto de una suma y una diferencia. Sabidp esto, podemos 
, , siempre factorizar un polinomio si es posible escribirlo previa- . 
mente como \ma diferencia de bikadrados. Asl, en el ejemplo 2^i 
nos dan .4x^ - podemos escribir * 

V " «»(2x + 3y)(2x - 3y) , t . 

E^iemplo S^'* Factoriza 8y - 18. . 

Upando la propiedad distributiva, t|nenios • 

I 8y2 - 18 » 2(4y2 -9). 
'fin esta forma yemos que un factor es una diferencia de cua- 

drados: / ^ 

4y2 - 9 = (2y)2 - (3)^ ... 
. . - (2y + 3)(2y - 3). \ • | 

J Por''. tanto, , . ' v 
. 8y2 - 18 - 2(2y + 3)(2y - 3). * 

^ ' ^iemplo ^. ^E^actoriza 3a - 3ab + a - b . 

- ' ; Agrupandb^convenientemente, escribir ©mos 

- . ■ 3a^^- 3ab + a^ - b^ « 0a^ - 3ab) + (a^ - b^) ^ 

. = 3a(a - b) + (dM- b)(a - b) 
• • t « <3a + (a + b))(a - b) 

= (3a + a + b)(a - b) 
^ ** ■« (4a'+ b)(a - b) . 

Elemplo 5^ Resuelve la ecuacj.eSn 9x .^*4 = 0. 

^ , * Pu^to que^ 9x2 „ + 2) (3x 2) para todo niSmero 

real la ecuaci^n dada es equiv,alente a: • , 

' ' (3x + 2)<3x -> 2) = 0. \ " * 

' .AdemSs, para x real, (3x + 2)(3x -^2)'- (^ si y f6lo si 

3x + 2 =^ 0 6 3x - 2 » 0.' Por consiguiente , el enunciad.6 , 



'On 
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V9x - 4 « 0" es equlvale^te al enunciado "3x » 2 6 ^ 
3x •« -.2*^ , y el con^imto de validaz de la ecuacl&i 
- 4 * 0 >s (|, ^1 }. 

■ •'■ ' ■ ' X : ^ . ■ " 

I . ' , Con-1\mto de problemas 12"3 

1. Pfecttfa.las operacioaes indicadas. i 

(a) (a - 2)(a +'2) . (a^ + V){b^ - f )7 

W C2X ~ y) (2x + y) • (f ^ (x, - a) (x - a) 

(c) (mn + l)(nin - 1) (^) (2x - y)(x + 2y) 

(dk (Sxy - 22)t3xy + 2z)' (h) (r^ - s)(r +. s^) 

I ' ; • ^ •• ■ 

2. " Factoriza los poliriomlos sigu^entes sobre Ids ^teros si 

es posible: * A ^• 

I (a) 4x^ - 1 (d) 1 . ^2 ' 

3. Factoriza los polinomios slg^lentes sobre los enteros si 
es posible: , 

. (a) aSa^-.'bV ^ ■ - Jdl l6x^ - 4x\* 

. (b) 20s2 -. 5 . . (e) 16x2 - " ' * 

\<c) i^y^ - Sz^ . . ^ . (f) > 1 ' 

4- FactoriEa los polinomiqs: siguientes sobre los enteros si 
;^s posible: ^ . * ' ; 

(a) x^.- 4 ' (c)^» x^ - . ' (e) ix^ - 3' 



5* raQt|ai2^, los polinoniios siguientes sobre los enter Ob ^si 
es ppsible: * . 

(a) ;(a^*l)^ H,l W + - t 

: (b) (a^ if ^ (a - -2)2 - (e) (x^ - y^) - (X - y) 

(c) (m + n")^ --(m - n)^ ^ (f) x - y :i- y^ - 



6 ., Reswelve las ecuacioties : ,. ^ * " . 

(a) x^' 9 =-0^ ' • ' (e) H"^ t = 0 
^ Cb). 9r^ =1 ' ^ " it) +4=0 ; 

• (c) 75s^-3 = 0* ^" "*;(g) /.-16 = 0 

• (d) = 8, ' (h) is + 2)^ -*9 =. 0 



2 

Factorj;2a 20 - 1. 



A' 



.Soluci<5nr 20^ 1^ 20^ -1^ ' (iPor quS?/ 
V ^» (20 - 1)C20*4- .1) <iPor qu5?) 

^Te das cuenta <3e ctfmo podrfas ^roceder en sentido Inverso? 
Suponte que te p'iden calcular mentalmente (19)<2l)^ iSerfa 
m^©.' fScil calculai? 20^ -1? 
Calcula mentalmente: 

. (a) (22) (18)- ' - • - (e) (101) (99) ; 

(b) (37)(43) . — ^ (f) (W<50n) « 

(c) (26r) (34)- . .(^)' (36(m + n)) (44(m - n)) ^ 
' Xd) (23x)(17y) (ft) (6)(6)(4)(li) ^ ^ 
fi. * (a) "iPuede 899 ser un niSmero prlmo? (Sugereticia: 899 =■ 3C? 
,: - 1^^^^ ^puede 1591 V 

(«) iPuedeq decir algo acerca de los fac tores de 391?. 

(d) ' jPuedes decir algo» acerca de los factores-^e 401? 
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*9» lA qui es igual (2 --755(2 +V3)? Una vez m$s, puesto que 
tenemos^ la sxama :j^la dif erepcia, de 16s mismos dos ntimeros, 
la expresiiSii ipesul^ta ser Igual a (2) - »» 4 - 3 - 1. 

Podemo^ aplicar esBo pard racionalizar el denominador en 

. — i.-^ . ^ ' ■ ^ — « ' ' ' • ^ • ■ « 



1 



2 - VT* 

Por la propiedad iiultiplicativa del 1, ' 
1 , .1 : 2- + 73" 



. 2 /f 2 - /IT 2 + 

iQu€ nos dice esto acerca del recfproco de 2 -^3*? JY^del 
de 2 + V3? , ' • V . ^ 



Raclonallza el denominador: 
( . (a) — ' (b) 



*10. Factojriza cada una de las ' siguientes expresiones: 

(a) + - ab^ + ab^,+ b^ ' ■ 

^ = a(a^ - b^) +Ja + b)b^ 

=» a(a + b)(a. - b) (a + b)b^ . 
• \ = (a + b)(a(a - b) + b^) " 



= (a + b)(a^ ab. + 



(b) +1 

(c) + 8 

(d) 27x^ + 1 
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Factoriza cada una de las siguientes exptesiqnes : 

(a) • - = - ab^ + ab^ - b^ 

« ^i(a^- V b^) + (a - b)tb^' / 
«,a(a - b)(a^+ b)* + (a - b)b 
a (a - b)(a(a\TH b) + b ^ 
*.4 (a* - b)(a^ + ab + b^) 
• (b) -"l - " 



12-4, Cuadrados perfectos 

Para a ^ b nt$meros realms cualesquiera, eonsidera el » 
producto ^ ^ ♦ 

(a + b)^ = (a + b).(a + b) - ^ 

' ' . = (a + b)a + (a + b)b ; 

P 2 
. ^ I =: a + 'ba + ab + b 

. ' = + 2(ab) + b^ 

Puesto'qu^^ el polinomio "a + 2(ab) .+ b " puede escribirse 
como producto de dos fac tores idSnticos, se le llamarS un cua- 
^ drado per fee to o exacto .-^ Del mismo .mode po'demos obtener 

(a - h)^ = a^ - 2(ab) 4: b^, '• 
de manera que "a^ - 2(ab) +"b2" es tambiSn un Wadrado per- 

^ fecto* ' ' ' * 

^ El problema que vamos a consider ar ahora es el^4e identic 

ficar un polinomlo • qjie es un cuadrado perfecto y escriblrlo en 
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fofma "cuadrada" . Ya hemos encontrado 



cuadrados perfectos del 



^ 4 2 6 /' ' 4 2 6 , 2 3, 2\ 

tipo de 25a b c j^observa que* 25a b cT» (5a be Nos inte- 

resan ahora I<os dos tlpos consider ados a^tes. 

2 ■ 

'Coa^armos el ejemplo <2x + 3y) con el caso general (a + b) 



(ar^-b)" » a*- + 2|ab) + 



a^- + 2<ab) + 



.1 



(2x + 3yr (2^) + 5<^*3y) + (3y)^ 



2 2 "'^ 

Si nos dan 4x + 12xy + 9y , la cuestitfn estit e^n escribirlo en 

la forma (2x)^ + 2(2x*3y) +(3yf , de la cual se obtiene inmedia- 

tamente la forma factorial (2x + 3y) ^ tomando a como 2x ^ 
b como 3y en la forma general. 

-2- 



Ejemplo Factoriza y + 6x + 9* 

2 * 2 
X* + fix + 9 - X + 2(3x 

2 



' « (x + 3)' 

jCdmo' puedes dec£r, de una ojeada, si un polinomio tal como 

€se es o no un cuadrado perfecto? 

2 2 
Ejemplo 2^ Factoriza 9s + 12st + 4t . 

9s^ + 12st + 4t^ « (3s)^ + 2(3s*2t) + (2t)^ 

^\3b + 2t)^, 
Ejemplo 3^. Factoriza 4a ^ - . 4ab 4 h . 
^ . 4a^ - 4ab +'b^ « (2a)^ - 2(2a*b).+ 

Con junto . denprpbleitfas t^f4a., * 

1. Ll^na el espacio vacfo^de tal modo que el resultado sea un 
cuadrado ]^erfectb« 



■ ■ 



(a) t2.. 6t> ( ) ^ , Jl);> ( ■ 

(d) ^ H t + ( ) . ^ "(1)' t ) - 8tp + ^p^ 

(e) ( ')+6xy + 9y^. ^ ^ ^+ tov + 25 / / . 

(f) u2 - ( ) + 25 ' . ^ (^) ^9x2 - ( ) + * ; 

(g) ^s^ + ( )\+9 (c^ (v ..1)2 + Mv + ( ) 

.(h) ^. i8x 4- ( ) (pi (V ( ) + 9 " ' " ; 

iCufiies entre los siguientes son cuaditidos perfectos?' 

(a) + 2xy ' ; ; (e") - 2V!f5+^ ^ ^ 

(b) . + aax t 9a^ . •' ) ^ ■ -• I t IT \ 

(d) 7 + 2 /3 4- 5 (h) . (2a 1)2 + 10(2a + 25,' 



Factoriza ..cada uno de Aos siguientes polinomios sobre los 

enteros si' es jJosible: • . . . • 

.(a) ^a^ ; "^a + it / (1^) 20 - 5x 

(b) ' Hx^ . i^x + 1 " U) 2a2 - 20ab + Sb^ 

(c) x^ - ^ (ro) . rs + 2st + 3rt • 

(d) ^ x^ + it (n) u(v «+ w) + w(v - w) 

•(e) + 12t +, 9 ' (o) 'fia^ - 20a2b + SOab^ • — 

(f) 7x2 + ' (p) (s + 3)2 + Ms + 3) V i« V 

(g) y2 + y + 1 - ' A<iy - 2t + 1). - (B + 1)2' 

(h) itz2 - 20z + 25 ' , (r) - ^x2 + 1 




^ (1) - 9s2 + 63t + h2 {b) ^ I6z2 ^ ^gj, 

(3) 9(a,T - 1 . - , 



(<i) (a"tb)^« ^ ' ■ ' 

(e) (x - y) « I ^ • , » , 

(i) (100r+ 

• / ^ ^ * ^ \ - ^ 

^ ^Igunos polinomios pueden sek^ f actorizados comblnando^ los 

^os m^TOdos%^ el* de los. cuadrafios pftrfectos y el de la dif^-* 

^uencia de cuadrados« ^ — s 

\ . ' ^ ' 

Ejemplo fFactoriza ^ 6x + 5* * ' ^ 

> Sabemos que ^ xr j|; 6x + 9 *es un cuadrado per fee to. ^ 



Esjio nos su^fere ^ escrib;^ - * , ^ . ^ - , 

^ ^ 2 * * . 

X + ;6x + 5 .» X + 6x + 9 ^ 9 + ,5 (paya formar» url cuadrado^ 

perfecto) * . ^ 



^ (x^ + 6x + 9) - 4^ 

2 2 

(x + 3) - 2 (para formar una diferencia de 

cuadrados) \ , 

« (x + 3 + 2)(x + 3 -'2)'. ' * * / ' 
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El mStodo que acabamos de empdear, consistente en svimar y 
restar un mfsmo ^limero para pbtener un cuadrado perfecto, 
se llanuEt compleoi6n del cuadrado » 

; E.I emplo y. Resuelve la ecuaciSn x'' - ^8x + 18 ». 0. 
' *Gomplet^do el cuadrado., obteriemos 

X - 8x + 16 - 16 + 18 « 0 
* * • . • (x 4)? + 2 - 0 

No conocemos m^todo alguno para factorizar este pol'inomio. 
' iNas garantiza esto e*l que no pueda ser f actori'zado? En tal ^ 
'caso, podemcJs encontrar el con junto de validez sin escribir 
-» C el polinomio en forma factorial. Puesto que (x - 4).- es no 
negative para todo x, (x - 4)^ + 2 nunca es menor que 2y 
PoS: coinsiguiente, el con junto de^ validez de la ecuacl5n dada 
! : es vacfo, ^ . • . 

* jConjunto de problgaas 12- 4b 

,» 

1. Kactoriza los siguientes polinomios sobre 'los enteros/emple- 

^ . ' >• . '"'^ 

' ' ando el m^todo de complecion del cuadrado : 

• A. (a) + 1^X4.3 . Cd) x^ - lOx + 24 * 

*. (b) .x^- 6x + 8 ' (e) . k^ - lOx iv^2U^ 

' <c) -x2 - 2x r 8 " it) ^ if - Mx- 1) - 5* \ 

i 

2. . iQu^,Malores enteros de p, si los hay, bacen que los poll- 

tiomios^ siguientes S'ean cuadrados perfectos? 

: (a) - 2U. + p (d) - 2pv - 1 ^ 

(b) x^ + px + 16 (e) x^-8x>p + 20^ 

(c) -p^t^ + 2pt + 1 • ' « 



9 1' ♦ 
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'3. Itesiaalye: ^ 

(a) r y*^^ - lOy + 25 ^ 0 (e) (a - l) . - 1 - 0 

(b) rKti^ - 20t*+ 25 » 0 . • (f) 2 + i6z^>.6H « 0 



(c) : ?a*^,+ 12a + r« 0 (g) .xf - 2x - 8 = 0 

(d) a^ ,= ^& - ^ (h) - lOx + - 



12-5. ^oiinomlos caadr^ticos * . ' , . 

Ya heihfts seilalado que la factorizacitfn puede ser conside- 

rada comb: un proceso inverse al de la simplilficacltfn. Por fello, 

ser £a plausible que^ si alguien nos presentara un polinomio obte- 

nido comciel resultado de simplificar un productc^ pudiSriraios 

invertir/el proceso y descubrir la foma factorial original.* E«to 

puede ser dlflcil en general pero se puede hacer en algunos casoa 
. • >- * * 

especlales, como ya lo hemos visto en las secciones anterlores. 

En esta-secci&i utilizamos esta indicacifin para factorizar i>oll- 
nomios cuadr^kicos^ esto*es, polinomios en una variable y de 
grado ,dos^ ^ * \ 

Examinemos el producto ^ 

'\j(3t + m)(x + n) » (x + m)x + (x + m)n ^* ^ 

\ « x^ 4" mx +, xn + mn ^ 

» X + (m + n)x ran % 

2 

Dfi^do un polinomio cuadr^tico tal como x + (m + n)x + mn^ donde 

m ^ n son ndberos -enteros particulares,' entonces €8 fitcil » 

invertir el proceso: ^ 
x^ + (m + n)x + mn = (x^ + mx) + (nx + mn) 

* * « (x + m)x + (x + m)n ' \ 

= (x "F m)(x + n) , ' ^ 
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En realidad, este es s5lo otro ejemplo de la factorizacl5n me- 
diante la propledad,dl,stributiva considerada ea. la secoi<5n 12-2. 
Sin' embargo, supongamos que m x se reemplazan por algqnos 
nombres corrientes, digamos 6 y 4. Entonces 

• > (x + 6)(x + 4) -"x^ -f lOx + 24. 
Podemos ver ahora la dificultad que surge. Las variables m jz » 
conservan su identidad y mantienen la f orma de la expresiiSn,- 
mientras que el > 6 -jr el 4 desaparecen en la simplificacitfn. 
Elf probl'ema de factorizar un polinomio tal c om o » 
+ lOx + 24 consiste'en "redescubrir" los *ntfaieros 6 y '4.. 
BxaminemoB efete ejemplo con mits detenimientb . ♦ 
* (X + 6)(x + 4) » x2^+ (6 + 4)x + (6-4) 

- x^ + lOx rf 24. 
Evid^temente la cuestitfn estfi en escribir 24 como^un producto 
de dos factores cuya suma es 10. En este caso, puesto que los 
ni&ieros son sencillos, con toda probabilidad podris enumerar 
^ mentalmente las distintas maneras de factorizar 24, • 

• ^ . 1*24 , 

2*12 • ' 

. 4-6 

y escoger el par de factores cuya sxjma es I'O. 

• - Aunque esta manera de .proceder es flcil" cuando el/n&aeroMe 
factores es pequeilo, resulta tediosa cuando el ntSme;?o de factores 
es grande; por otra parte, el n&nero de casos que iiecesitamos con 
siderar puede con* frecuencia reduciise, si utilizamos algp de lo 
^ue ya conocembs^acerca de los entires. j 

Ejemplo 1. Factoriisa el polin^imio cuadr5tico x + 22x + 72. 

Tenemos que^Tiallar dos enteros cuyo producto sea 72 y 
cuya suma sea '22. (iRecuerdas este problema del.^apltulo 



3 5 » 
10?) qomo 72 = 2 '3 , los diver sos factores de 72 •aparecten 

pomo productQ.s de potencias de 2 ^y. de 3. Siendo 22 par, 
ambo& enters cuya suiaa es^2 d^ben tener el factor comiSn 
2,y, puesto que 22 no es ^visible por 3, uno de los enteros 
deberS contener todos ips factores 3 de 72V Esto reduce iasV 
posibiUdades' a " " - . 

2^^3^ + .2 = 36 + 2 
o • ' , 

, . ■ -22+ 2-32 =4+18. . 

Como' 4 + l6 = 22, tenemos que • * 

22x + 72 = x2 + (4 + 18)x + 4-18 
= (x + 4)(x + 18). ' 

. 2 

Elemplo^ "2. Factoriza a - 69a - 450* ^ 

La descomposici6n en factores primos de 450 es 2*3^^5^. 

Como 69 no es divisible por 5>, los factorij^g 5 ,deben estar ^ 

juntos. Puesto qu^ 69 es un mtJltiplo de 3, los factores 3 

deben repartirse. , " 

Adeia^s, como -450 es negativo, uno de sus factores debe 

ser positive y el otro negative . De mqdo que necesit^mos 
encontrar un efntero positive y un entero negative cuya suma 
sea -69' y cuye producte sea -450, Las posibilidades son 

5^.3 - 3.2 = 75 - 6 

^5^'3-2 - 3 - 150 - 3 . ■ 

y sus ""ojpuestos" . El opuesto del primero da -69; esto es, 

-(5^'3) + 3*2 « r69. Por tanto, * 

a^V 69a - 450 «= a^ + (6 - 75)a + 6(-75) 
' » (a + 6) (a - 75). 

2 

Ejemplo 3. Factoriza x + 5x + 36 . 

La descomp6sici6n en factores primos de 36 es 2'^»3'^. 



Si. examlnainos todos los pares posibles jde factorfes de 36, 
' nos encontramoj^ con que su s\ima ' siempre mayor, que 5. » 



Producto " Sxma . 

1,36 - . 37 ^ 

2-18 / 20 . 

3.12' .15 

; 4-9 ^ . 13 

^ ^ ' 6-6 ' • 12 ' 

Se ye que la suma menor ocurre cuando los dos\ factor es son 
igaales. Puesto que 5< 1^, cbncluimos que + 36 
no puede factorizarse parque el coef iciente x es dema- 

siado "pequefio* * ' . * ' 

Con razonamieftto anilogo dptermina si x-^ - lOx + '36 
puede factorizarse. ^Es factor izable x^ ' X3x + 49 ? ^Es 
factorizable x. J- I4x.-f 49? _^ 1. — - • 



Luego trata de factori'zar x^ + 4Qx + 36 . En este caso 
•40 es demasiado grande para que .x^ f*40x +36 pueda ser fac 
torizado. (Ten en.cu«nta la tabla anteripr de productos 

y de sumas*) ' * . 

Con razonami'ento an^lpgo determina.si .x-^ - 38x + ,36 

puede factorizarse, ^Es x^ + 51x + 49 factorizal^le? iEs 
- 50x + 49 factorizablef ^ ' ' • 

Conjunto de problemas 12*- 5a 
En los problemas 1-9 f sector iza los poliiiQmios cuadrSticos, si 
es posible, utilizan4o el m^todo anterior. 

1. '{a), a^ + 8a + 15 (?) + 2a - 15 

(b) - 8a 4- 15 (<i) - 2^ - 15 



I'll 
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2, (a) + 12t + 20 
. (b) + 21t + 20* , 

(a) a^ + 6a - 55 , 

(b) - 5x H- 6 * 

(c) - IQu +^aL 

\. (a) + 7x - 12 

: (b) 1$ - llx - 

jia) -x^ - + 12 

5. • (a) a^ - l6a + 6^^ 

(b) ' a^ + 8a + 64 

(c) a^ + 36a + 6^* 

(a) x^ - 9 ' 
m a^, + 1 

7. (a) 2^ - 7z^ - 8 * 

(b) ^-6^ - llb^ + 28' * 

8. (a) 5a -+ a^ - l^i 



• 5 



(b*) 10a + 39 + a*^ 

9. >(a) 3y^ - 12y + 12 
- '•'■(b) x^ + 19x^ + 34x 



(c) + 9t + 20 

, (<i) + lot + 20 

(d) - 17y - 18 

(e) - 2z +18 



(d) -x^ - 13x - 12. 

(e) -x^ + X - 12 ' 



(d) a^ - ,20.a + 64 

(e) a^.- 16a - 64 



(c) d*^ - 2 • • 

(d) - 169 

(c) • a^ - 13a^ + 36 



(c) 
(d) 

(o) 
(d) 



y - 81 



2 I \ 

108 + a - 21a N 
a^ + 25a ^ 600 



5a^ - 15a^ + 30a 
7x^ 63 • 



r 
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io. Resuelve la9 '^ecuaoi€»es: ; > ^ ^ 

n^ Traduce lo'qike;si^e en e^tuiciados atietto? y detenaina sus ^ 

' cqnjxmtos de valldez: , ^ . . 

; (4) El euadrado "de HJn nAaerp es 7 unliades mayor que 6 

^- , ' Wes 'el ntSberp*. ^Cu^l es, el nja^p? • . - 

' (b)V* La Ipngitud de un rectlngalo es 5 pulgadas mSs que su ^ 
- . anchura. Su 5rea es 84 palgadas cuadradas. Halla la ^. 

anchura. I__ " 

(c) El euadrado de un n^ero es 9 unidades menor que ICT 

•vec^s el nifaiero. jCu$l es el ntJmero? - ^ . - 
12 r . Una hucha' rectangullr tiene 2 pies de profundldad y^^su perf- 

metro es>«24 pies . Si el volumen de la hucha es 70- pies - ^ 
ctSbicoS, icufiles-son^ la longifcud y la, anchii^a? . ' \ 
13. DOS panel^s de madera laminada, cada uno de los' ouales cuesta ^ 

30i por pie euadrado,: tienex^ la misiaa 5rea aunque uno de ^ ^ \ 
ellos..es un euadrado y el otro^un reetSngulo 6 pul^^da^-io^^ . . 
' largo que el euadrado, pero eoii s61o 3 i^ulgadas de ancho, 
iCufiles eran las dimensiones de los dos paneles? 



^4. Bm^^stra que si 'p X <i J^^^--^^ ^ • ^ ^ 

factorizable, entonees/ - px- + q tambi&i lo es.^ 
US. Detenaina todos los enteros p para los euiales x . + px + 36 
*es factor iaable. iParaqu^fi valoresde p ser| x + px +1^36 
. -^un euadrado perf ecto? iC&no se distinguen estos valores de 

* ♦ . * * » ^ I 
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P de los demSs?, Contesta las mismas preguntas para .el polt- 
- nomio x2 + px +' 64. Si /n^ es' tin entero' positive, '^cu5l 

'crees que es el menor entero positiyo p para el cual • 

X # px + n- .^s ^actorizablfe? cu|l te iSarece queues el 
' ma^ entero jpo^tf^vo p para el cual + pk + n^ es fac-.- 

torizable? 

En los polinomios c^adriticos dfe los ejemplos 1, 2/3, el coe- 
ficiente de la segunda ^otengia de la variable era igual a 1. 
Con obj6to d^ poder manejar otros polinomios cuadrSticos conside- 
remos una vez mi^is un product o: • <v 

(ax + ^)(cx + d) » (ax + b)cx + (ax + b)d ' 

■= (ac)x^ .+ (ad + bc)x + (bd) 
Para simplif icar' nue'stra discusi<Jn, llamemos. a b los coefi- :> 
cientes del factor (ax + b), c d los de (cx + d), ac, 
(ad + be), bd los coeficientes de'l polinomio cuadrStico ~~ 
(ac)x^ + (ad + bc)x +*(bd) . \ , , 

Observa&tfmo resultan los coeficientes del polinomio cuadr^- 
tico» El cSeficiente de x^ es fel produc.to de lo^ primeros . . " 
coeficientes de los fac tores, la c/ekistante es el prpducto de la^ 
constantes de; los factores, y ^elycoeficiente de x es el product©' 
de los coeficientes "extern^s" mli/el prodycto de los coeficieiitas 
"internos". Par ejemplo: . ^ 'V - 

• 2-3 5-2 ' . ' * ; / / V • 

. " >(2x + 5)(3x + 2) = 2-3j^^ + (2-2 + 5-3)x + 5*27/ * 

Para abreviar al hablar de estos coeficientes, diremcys -2*3. el 
producto de los priTheros coeficientes, 5-2 el producto de- los 
^Itimos; 2*2 el producto de los externos y 5-3 el producto de los 
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coeficientes Internos .\ " . ' . "* » 

"^^ \ • ' > . • 

Ast que el problma de factorizart- un polinomio cuadrStico t,al' 

como "6x^ + 19x + 10", consiste en hallar dos factores- de 6 y 
dos factores de 10 tales que la "siama de los productos de los fac-. 
tores externos y de los internos" sea 19 . En casos sencillos; 
estp puede hacerse ensayando todas las posibles factorizaciones de 
los coeficientes. Puesto que los factores de 6 son 1*6 6 2*3 
y los de 10 son 1*10 5 2*5 65-2 6 lO'l, podemos ensayar cada 
posibilidad. ' , 

(1) n iM^5^ + 10) * > ; \\ • \ 

(2> (Ix + 2)(6x + 5) . V ^ • 

(1.5 + 2*6.=. 17 ) ^ ^ ^ 

» . "' .... 
(3) (ix + SHjx + 2) . 

\ ' Cl>2 + 5-6 = 32 ) ^ 

•(H) * (Ix + loii^x + 1) : f 
+ 10*6 61 ) . ^ ; 

(5i (2x + iy(3x'+llO) - 
,/' ^ (2.10 + 1-3 '=3 ) 

/ (6) (2x + 2M3X + 5) 
(2.5 + 2*3 =^ 16) 



/ 



/ f7^ (2x +*5)(3x + 2) 
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Besde luego^ con \m poco de pif^ctica podrfamos lograr dlrecta^r 
mi^te los fac tores deseados (2x^+ 5) y (3x + 2) elin^nando^ 
mentalmente los otrps casos- ' Dirfamos: . 6" «■ 2*3 y 10 » "^'S. 

Como el coeflclente central 19 ibs ljnpar,.no podonos teher .un 
factor par en -cada uno de los productos, externo e interno. Ksto 
excluye las posibilldades (1)-, (3) y (6). Clertamente, la fac- 
torizaci^n 10 -•-1*10 en las otf as poslbilidades nos darlt un 

coeflclente c^entral deiaaslado grande« Asf nos quedamos con las 
posibilldades (2) y (7) . Por consigulente^ las ensayamos y 
encontramos que (7) da lugar. al par deseado 4e f ac tores « 

^ora'ct^sldere^o. un polino»io cuadrSti.o cuyos coeficicntes 
tienen muchos mis factores: * 

' * 2 

6x7 + 7x - 2^4. . » 

■'*. . ■ • / 

Tenemos que encontrar un par de enteros cuyo producto sea 6, y un 

j)ar cuyo producto sea -24 de tal modo gue la suma de' los^ pro- 

ductos externo e interne sea .7 , Tambi&i en este caso podrfamos 

ein^sayar todas las factorlEaciones posibles de 6 y dte -24, pero 

entonces obtendrfamos 32 casos* En vez de esto, utilicemos 

nuestros conocimientos acerca^de los enteros para reducir el nu- 

mero de casps. Puesto que 6 « 2*3 y • 24 2 *3, sabemos que 

los enteros que deseamos estarlin fonnados de productios de los fac- 
tc^es 2 y 3* Como 7 es impar/ no podemos tener el factor 2 
en amb©s ^productos, externo e interno • (^Por qu5?) Asf, pues,, 
los factores 2 deben entrar todos en el producto externo o todos 
en el interne* Adrai^s, ^omo 7 no e€ divisible por 3, los fac- 
tores 3 deberSn estar todos en el producto externo o todos en el 
producto interno, Hctios reducldo asf las, posibilldades a*y 

(Ix -.2^«3)(2'3X' + 1) 
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o «us "opuestos". Por tanto, la "forma factorial resulta ser 
' ^ ' 6x^ -fe 7x - 24 - (?x - 3)(3x + 8). 

Algunas veces es poslble reducir el atjmero de casos apli- 
^ vcando propleda^es de los enteros; otras veces no. En realidad, 
iVD hay nunca una garan|:fa de que un polinomio cuadr5tlco dado 
pueda jser' factor izado. 

Eiemplo 4. Factoriza 3x - r2x - 21* - * 

Buscamos coeflcientes tales que 

)x i i 3x^ - 2x - 21 




Hay ama factorizacliSn de "3: 3-1 y dos de 21": 21'r <r 3*7"." 
. paesto que 2 no es divisibie por 3, debemos mantener todos^ ' 
^ los fac tores 3 o bien en el 'product© extemo o en el/ intemo-. 
• De las demSs posibilidades , ^cu51 da -2 como suma Je los pro- 
'ductos extemo e interne? Por consiguiente, . . • 

' • - 3x2 - 2x r 21 - (x - 3)(3x + 7) ' . ' 

\ Eiemplo 5. Factoriza 25x2 _ 453^ - 36. 

Tenemos 25«^52.y 36=22.32. Debemos encontrar un 

' par de enteros cuyo prodjicto sea 25 y^un par de enteros cu^^o 
prjoducto rsea -36, de manera que la suma de los productos 
ex^tio ejytemo sea -45 « JPuesto que *5 dlyide ^ 45, 'tiene 
quJKber un 5 en cada uno de los productos extemo e intemo. 
Por consiguiente, los primeros coef icieiite^ son 5 y 5. 
Como i divide a 45, tiene que haber tambi/&i un 3 en cada 
uno de los productos exteri:io -e intemo^ Por otra parte, 45 
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es ittpar; de modo que los fac tores 2 /deben entrar todos* 
* ' * ■'"''^ 

en tin t^rmino. Hemog reducido asf los casos a los iJltimos 

coeficientes: ^12, -3^; 6 -^12, 3;^S 3, ^12; « ^3, 12. El ^ 
qiie da los factotfes deseados corresponde a ^los iJltiraos coer* 
*^4ici^i^tes -123 3** Por consiguiente, ^ 

■ ^ ' ■ ' ' 25 - • -36 ; / 

' . ' 25x^ - 45x - 36 = (5x - iIh^x 




, Gon.lunto de problemas 12-5b 

En los problemas 1-10 factoriza, si es ppsible, los polinom:\,os 
sobre Itos enteros*. • -^T"^^ , 

(b) 2x^ + 7x + 3" 
^(c) 2x'^ + 9x'+ 3 



2. (a) 3a^ + l^a - 7 

(b) 3a^ - 4a - 7 

(c) -3a^ -'Ua + 7 

3^ (a), + 23y - 6 * 

(b) x*^ •+ '.*32 

(c) QbT + 10a - 3 

(a) ac"^ 2c - 6 

(b) 3x^ - 17x - 6 . ' ' 

(c) 3y^ + 3y - 6 
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5. ^a) '-9x^ 

■ (<:) ^;c^ + 12X. + " ' 

6. (a) 9a^ +-3a -..2 ' 

(b) 9a^ + 3a ' * • 

(c) 9a + 9' . - 

f , ■ " • " ^ 

Y. ■ Ca) *i2x^ -.51x +45 ' ^ 

'(c) iOx^' 693C- its 

* 

8: (a) 6 - 2?a - ^a^ ' . 

• , (b) ^ - 3x^ + X7x • 
♦ .(c) 19X - 6 4- 7x , 

9, (a) + 2pq ^ 

(to) ia? ' l6ab + 7b^ . 
. (?c) 25x^ - 70xy +. ^9y^ 

%p. (a) 2a^ + 2pa5 + 50a^ 
(b) a^b - 9ab + 25b , 
■ (c) 2a^ + 15a + 25 • 
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11. F^ctorfza: * * - 
' - • (a) 6i^. - 150 (e) + 25x + 150 , 

r (b) 6x^ - llx - 150 (f) 6x^+,653c + 150 ^ 

. . . -(c) 6x2 + 603^ + 150 (g) Sx^ 87x + 150 

' (d) 6x2 - 6lx + 150 ^ (h) 6x2 ^ 533^ - 150 ^ 

12. * iPuede factorlaarse 2x + ax + b cuando a es par,jf \b 
. ' impar? ^Por qu#^^ ' . , . • ^ 

• 13, i^^k^ factordj^aJ;se -Sx^ + 5x + b si , 3'' es un fa<:tQr d« 
. b? Si es asf, elige un Valor de b tal que 3x^ + 5x 
pueda ser factorizado. . 
' 14. *Determina el con junto de validez cuando el dominlo de la 
^a:^iable es el* conjuntb de los n^lmeros ^racionales . 
"(a) 8x2 ^\iQy^ -3 = 0 ■ / 

(b) 6y2 + y = 1 * / ^ 

» (c)' 6v2'= 19v + 7 . . 

(d)- a2 - 4k + 15 0 • 

^5 . Del^emina el conjunto de validez cuando el iominio de la 
1^i?l4ble es el conjunto de los ntiiaeros racionales , 



2 = 4 




>- 1)2 « 4 
(d) S)^ - 1)2 » J 



16. Factorl 



(a) -w2 - 16 ' (c) (y2 + 6y + 9) > 16 

(b) (x + 3)2 'TTS^ (d) a2 - 10a* + '25 - 9b' 



■■ • ; , . -549- , ■ "-5 • 

Traduce, io que slgue a envmclados abiertos y determina sus con- 
juntos de y^ltdez: «J| « v ' 

17. La suma-de dos ixl^eros es 15 la suma'de sus cuadrados es * 
•137. Halla los m<Jmeros. , - . 

18. • La loyigitad.de un rect&igulo es 7 pulgadas mSs gue' su anchura 

y su diagonal tlene 13 pulgadas, Determina su anchura. 

19. -La'diferenpU ^ntre dos nijmeros es 8 y su producto es 84. 

Deteirmina dichos n^Weros . ' ' . 

^O." El producto de dos niSmeros impares consecutivos es 15 mis que % 

4 veces el m$s pequeflo. -^CuSles .son los nl&ieros? . 
21. Partiendo del mismo punto, Jaime camina hacia «?■ norte coA' ^ 
.una -velocidad constante, mientras que Guillermo camina hacia 

el oeste con '^ina velocidad constante que esf una milla.por . 

hora mSs que 1^ de Jaime. Si al cabo de un^ hora se^ encuentran 

a 5 millas de dist^ia el uno del otro, ^a^ qu^ velocidad 

earning cada uno? > • , 

'22. -La altura de.un trilngulo tiene 3 pulgadas menos que su . 

l>ase.' Su $rea es de 14 pulgadas cuadradas. "^Cull es la J-on- 

g^tud de su base? » , . 

23. Determina las dimensiones de un rect&igblo cuyo perfmetro 
tiene 28 pies^ y cuya Srea es de 24 pies cuadrados . 
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^2'^ • t'olinomlos sobre Ids niimeros racionalfes jd sofare los 
niSneros reales • ' * » 

La mayor. parte de lo expuesto sobre la factorizacitfn se re- ' 
fevfa a la factorizaciijn de polincmios sobre los entefos. El 
nombre mismo sugiere que tenemos la posibilidad de consider ar 
otr4s clases de pollnomios, * ^ * 

Una frase constitmida po^r ntSmeros racionales ^ 
vai;iables,^ con solamerite Ijis operaciones 'd^ suma, " . 
^esta, multiplicacitfn y tomar opuestos se llama 
un. polinpmio sobre los nidgqeros r'acionales . ' 
Da unaK deflnicl<5n de polinomio sobi*e los iriSmerps reales » 
Teixemos asf tres tipos de polinomios: polinomios sobr'e los - 
enteros, sobre los: nffijieros racionales y sobre los ntSmeros r^apies. 
Considera la expresitfn 3x^ - 4x + 1. -Este es un polj^nomlo' sobre 
los enteros . Puesto que todo entero es tambi^n un ntSmaro" |raclp- 
nal, 3x^ - ^4x +1 se puede' cotisiderar tambiSn cpmo un polinomio 
sobre los niSmeros racionales. *iSer5 posible considerarlo* como 
Un polinomio sobre los ntSmeros reales? La expresidn * 

u 1 es uri polinomio sobre los ntfraeros racionales. 

3 ^ T ' 

^Ser£ posible considerarlo como un polinomio sobre los ente;ros? 

' A. * • ^ 

lO sobre los ntfaieros 'reales? 

* 

El problema de la factorizaci^^ puede ahora j^lantearse de 
un modo mSs general: 



El problema consiste en escribir un polincaoilo dado^ 
que consideramos .de un cierto tipo, aoimo un pro- 
ducto indicado de po,linomios del mismo tipo, ' 
Consideremos la expresitfn "x^ - 2". Es- un polinomio sobre 

los enteros y, como tai, s<5lo puede factorizarse en, forma trivial 

. x^ - 2 ^ (-1)(2 - x^). 
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Esto no es especlalmente interesante^ ya quQ el factor 2 ^^x 
no es de grado menoy que el de - 2. En este sentido, 
|. X - 2 es "primo^* como polinomio sobre-los enteros ^ Sin embargo ^ 
x^ - 2 tamblSa puede ser aonsiderado* como un polinomio sobre los 
ndmeros. teales ^ y entonces tenmos ^ 

. \ / ' / (x^+V2)(i: -V2), / 

4onde x son polinomios sobre los ndmerosL reales 



(perc^no sobre los mbieros racionales o sobre los^ enteros) 1 Aftf 
^ que X - 2^ considerado como \m polincMnio , sobre los n&aeros reales , 
admite una factori2aci(5n no trivial • Este **ejeii5)lo muestra que 
es esencial en la factori^aci^n Xa clase de polinc^io cpnsidetado • 
-Veamos ahora la expresi6n * ^ 



^t + Mst^ - 27s^t^^^ 



"1 
2 



Es un pol|(nomio en dos variables sobre los n^bneros racionales. 
La propiedad distributiva nos permite e^cribirlo en' la forma 

(l)(st + 5st?- 18sV). ^ ' 

2 ^ ♦ , 

El factor "-2!' puede considerarse como un polinomio ^obre los 

nijmeros racionales, mientras que "st + 5l&t^- ISs^t^" esSin poli- 
nomlo sobre los enteros, Esta redu<;ci6n puede hacker se siempre:. 



^^^j^Ujtu poliriom sobre los nt&ieros racionales* puede 
escribirse como un product© de un n^ero racional 
y un polinomio sobre los enteros. , ^ , 

Con esto se reduce el ^problenfe de factorizar polinomios 
sobre los ndmeros racionales al problema de factorizar^poli- 
nomios' sobre Uos enteros . , . " ^ 
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\. Conjunto de problemas 12-6 > 

L. Factojri^a cada de los polinomios slguientes, si es ^ 
poslble, consider 5ndolo com9 ' r ^ 
.(i) un polinomio sobre los n^tiaeros racionales, i 
(ii) un polinomio soisre los n&aeras reales. ^ V . 

Ejemplo ; Considerado tomo un polinomio sobre los nmaerbs . 

racionales, . , " ' 

i 4 - l(3t^ - 8). ' ^ > 
Considerado como un polinomio sobre los n^eros reaXes, 

• = ^{x + 2 ■/2){x - 3(-/t). 

(a) fa^'-l ' ' (d) |t3v4tf +> . 

(b) i7u - 31vr (e) a -'^6 , y.- 

,(c) - 3t^ + H (f) i»xf + 9 . ^ • - 

2, Resuelve las ecuaciones: " ^ 
. ; (a) 2x^ - 6 « 0 _ 

(b) nt^ - 8t = 0 V * - ' ' • 



(c) z^' +7t ^ ol 



3, Ensayando todos Jos casols pQsibie, vemos que x + 4x - 2, 
considerado como pplinomib ! sobre los enteros , no es f actori- 
zable. Por otra parte, ' |:onsi4.erade como polinomio sobre los 



ti&aeros reales ; puede essqgeibirse 

. x^ +./4x i*'- (x^ ^ 4x + 4) - 2 7 4, 
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sumando "% - 4 para formar. un cuadrado pj^rfecto, 

Asf, pues, la t^cnica de compleci^n d^l cu€^ado' con el fin 
^- de ol^kener la dlferencta d'e cuadrados nos. pernigbe a veces 
faotorizar'un polijiomio cuadrStico sobre los nilmeros reales; 
aun cuando no» sea faotorizable como polinomio sobre los en-. 

# teros. ; . . • 

Factoriza los polincnnios slguientes -sobre los n^eros 
. 'r^les, si es posible, .completando el cuadrado para formar 
dlferencias de cuadrados: 



(a) + 4x - 1 

(b) x^ + 4x + 2 

(c) x^ + 4x + 3 

(d) x2 - 6x + 6 



(e) 
(f) 
(g) 



- 5 



2 ^ «M 



a2z + 34 
10s + 1 



(h) 2x2 - 8x - 1 
4. Resuelve (factoriza con el mit'odo del problema 3) : 



(a) - ^y + 2 
(1)) a^ » 6a - 6 



(c) 't^ - ?.0t a 1 " 
"gv^ . Uv + 6 ^ O 



*5- 



Observando la forma del coeficiente de x y de la cons- 

tante en 9 ' 2 '2 

(x + b)^ « x*^ + 2bx + b^, 

determina ^1 n<tnfero que hace a cada una de las expresiones 

siguientes ser un cuadrado perfecto: 

(a) + l^^x + ( ) 

(b) - 3a + ( ) 

(c) y + y + ^( ) 



(d) V? + ^ + ( ) 

(e) - lb + ( ) 



^1* 



o 
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V*6 . Factoriza 'completando el cuadrado: ' 
- . - (a) + 3a , (ks) ' - S^t - 2 ' ' : 

« ' *7. Resuelve: 

'.(a)^ a? +^3a + 1 «. 6 ^ ,.(c) -'-jy = | , 



1^8* •Factoriza: \ ' ^ ^ 



= 3 /x - 2 -k/^^/x j- 2 - ^ 

2 



^» 3 (x - 





(a) Sxf - 12X - 5 . ■ ' . 



jiRestJelye: 



% ft. 



^ (a) 2x^'4t^l23fc + 5 ^ * ^ 

• \(b) 3a^ -. .6a'» • ' . . ^ * ' 



(c) 3m^ + 5m + 1 a p 



\ 



I 



4' 



J 
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12-7 . El • jLlgebra de las expresiones ractonales 

Cuaq.do em^zamos nuestnra discusl^n de la factorizaci^n, 
hicimos vhincapi^ especialiliente sobre -la semejanza entre la facto- 
,rizaci<Sn de polinomios y la.de enteuos. "Esta, analogfa puede desa- 
* rrollarse atJn* mSs . %1 slstema de 'e^nteros es cerrado respecto 
'de la suma., resta y multiplicacii5n, >pero de la divisi«5n. El 
conjunm de los polinanios es perradtT reepecto de la suma, resta 
y multii^lipaclfin (indicadas) , p^o no 'respecto de la division. 
SI • extendemos el sistema de los ^teros hasta obtene^ la. propiedad 
*de clausura respecto de la divisiSn tambiln (except© la division 
por cero)", obtenemos el s^i sterna 'de los ntfimeros racionales,. ^CuSl 
es- ia ext^si^n anSloga para los polinomios? 'ff 

Una expresign racional es una frase que contiene 
. n(Smeros reales^y Variables y_que envuelve, a* lo" 
m5s, las operaciones de suma, resta, raultipli- 
pacidn, division y toma de opuestos. 
■ .iE.s todo polinomi^ una. expresiSn cacional? lEs el conjunto de 
' expresiones racionales oerrado respecto de las operaciones indi- 
9adas 4e' suma, resta, multtplicaci5n* y divisi(5n? ^Por qug no 
es VZx - 1 una expresitfn r^icion^^^ 

. ComQ ejfemplp de expresiones racionales, tenemos 

• ' 1 _ fo\ 23C -..3 /o\ + 5 ' 

(1) -7+1 (2) — 5 . 13J 5 



^5) 3a .-2b (6)^.5-^ 



Entre e'stas expresiones racionales, (1), (3) y (6) son en un 
una variable. Observa que (2) y (3) son cocientes indicadps de 
polinomios, en tanto que (6) es un producto indi^do y (1^, (4),*- 
y son sumas indicadas de expresiones racionales. ' De igual 
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modo que todo ntJmero racional ^Ruede ser representado eomo un, co- 

• ' » >/ , * ■ * 

ciente de dos enteros^ asf tod^^'expresifin racional puede escri- 

birse como el cociente ide ^os poliripmios ^ ' 

Puesto que las expresiones racion^es son f rases, repfeseri* 
^tan nt&ieros* For coftsigulente, en una expresitfn *tal como / 



. 2t s - i' 

el valor ^ 8 queda automSticamente excluidp del dominie de la 
vari^ible t y el Valor 1 del dominio de *s . Tal restricciSn 
se sobrentiende siempre para cualquier frase que *contiene una 
variable en jsja denomfnador* 

' Es tamos ya en condiciones de estudiar algo del ^^5lgebra'^ de 
las expresiones racionales\ Esto equivale a estudiar Ips prooe- 
dimientos de simplificaciSn de sumas y productos (indicados) de 
expresiones racionales ha^Jt^i convertirlps en cocientes dQ ppli- 
nomios^ Como en el caso de'los nt&aeros racionales^ ppdemos 
esperar que parte de lo hepjio con las fraccioi^s podr5 aplicarse 
ahora* En efecto, recuerda que para cada valor de sus Variables 
toda expresi5n racional es un ndmero jreal • For consi^iente > 
las mismas propiedades que son v^lidas para las operaciones con 
ndrneros reales lo son tambi^n para las operaciones con expre* 
siones racionales « " > ' * 

Para ntfmeros reales a, b, c, d, tenemos las, propiedades: 

. ' ♦ " ' •* 

\ a.c ac , 

(2) = 1 (dc^de* b y . d son distintos de cero) 

,v- /o^ a c a + c • * . 
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Si representamos simbtflicament^ las expresiones con las letras 
may^tsculas A, B, G, D, podemos escriblr las propiedades corre&- . 
pondlentes asl: • 
■ A C AC * 

(il) § " 1 (donde nl B nl D puede escriblrse 

^ . como la expresi6u cero) 

^^^^^ ^ . C A "+ C • • . * / 

(ill) "g + 5 « — ^ * . • ^ , 

' • ' ■ ^' ' « • . » 

^Cu^les son las r^stricctones ref ©rentes al dominlo de^as 
variables contenidas en B 'y en D? Si A, B* son expresiones 
racionales y *B puede escriblrse domo la expresi6n cero, en- ^ 
tonces/ les ~ una expresiSn racional? 

Utilizamos las propiedades anteribres aplicadas a las expre- 
siones * racionales para simplificar^ichas expresionea. Con otras 
palabras, necesitamos escribir una expresiSn en forma de cociente 
indicado iSjiico de dos polinomios qiue no tengan f actores comunes . ^ 

Eiemplo 1. SitnpliHca: JSLT^ . ai+_2ab^_b_ \ • 

> ^ . 2 * 

Usamos la propiedad (i) con ^A « ax - bx, , B * x ; 

C 5= a*^ + 2ab + X D »« a^I - ti^ . Cada uno de estos polinomios 
puede factorizarse: , 

, A -= (a - b)x \ C - + b)(a + b) 

B = x-x • / D = (a + b)(a - b) . 

Por tanto, V , . > ^ ^ 

ax - bx ^- 2ab + b^ (-a > b)x(a + b)(a + b) 

^ ;5 - b2 x'^(a + b)(a- b) 

\^ ' ' fa -H b)(xfa .K b)U - b)) ' 

r x(x(a ; b)(a - bj) 

, / ' ==^^4-^, ^ por Cii). 



^ IVJ 
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, , . • • , » 
Las restricciones son : ^ . 

. 3c ?6 0, a b, a - b. 
Eiemplo 2^ ' - 

o V - _ ■ 

1 - 3c X - 2 (1 - + x) X - 2 

;! + >c 3x + 2 " ^ + ^ •• ^^^^ ~ '^^ \ \ 

(1 1 x) (d + x)(x -. 2)) 
* ^ ' (x - 1) ((1 +.x)(x - 2)) . . 

. 1 - X • 



X - 1 



X - 4x + 4 \ x^ + X » 2 X - 2 

X + 2 ' - 4x ¥ ^ ' ^ + ? 

X - 2 . . 

# 

(x + 2)(x - iKx > 2) 
- (x - ^)(x - ^){x + ^) 

3t ~ 1 (x + 2'Hx ^ 2^ 
~ X -.2 • (x + 2)(x - 2) 

'x - 1 ^ 
* X - 2 • 
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, . iCail es la restriccidn en el dominio de x? 

- E:1 emplo 

X + X - 2 ^ / 

c _ 4x 4- 4 ■ X^ + X - 2 -jc _ P f 
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Coni-unto de problaaas 12-- 7 

Simplif ica lo que sigue/ sefialando las restricciones en los va- 
lores, de las variables: • i 



. -.1. ^ ^ ab^ . 1 + \ ' ' \ l I ' 



3. 2 -= — . 3x + 3 

X - 5x - 6 



12-8^ Simplificacitfn de sxanas de expresiones raciotiales , 
Con el fin de utilizar la propiedad . , 

• ' b b b . 

al sumar nt&neros racionales, es necesario primero escrlbirlos 

en tal forma que tengan un denoiainador cotadn. £n el c^so de 

ntSmeros racionales, el menor (comfin) denomlnador que servlrla 

es el mtnimo comfin mtfltiplo (m,c,m,) de los dos denominadores 

dados* Ten^os un problema similar al sumar expresiones ra-^ 

< " ** , , ^ 

cionales> y el tn^todo '^es precisamente anltlogo al ©mpleadd con 
los nt|meros racionales, jugando la factorizacltfn de polinomios 
exactamente el mismo papel que la factprizacitfn de enteros. 



Ejemplo 



7^5 



36a\ 24b^ 



Las formas factorizadas de los denominadores son 

36a^l? = 2^3^a^b 

\3 3 3 • ■ * ' 

24^» = 2 3b"^ 



Rir • -I. 
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fiscogiendo cada factor *el mayor n&nero. de veces ^que oicurre 



en cada denominador^ obtefiemos el m«c.m« qu^ es 



23.3W. 

^Bntonces 



3r 



*2 



i 



E.iemplo ^. 



+ 



12 - X - x2 + 8x + X6 

Baesto que 12 - x - x^.» (4»+ x)(3 - x) ~ (-l)(x + 4)'(x — 
y x^ - 8x + 15 - (x - 3)(x - 5), - 

el m.c..m. *es-(-l)(x - 3)(x + 4)<x - 5) . 

Si*^ x Y 3, ,x -4 V X ft 5, entonces 



3)» • 



(:i)(x+?)tx-3)(x-5) (-i)(x4: 

(-.lf^x+4j^J-3)(x-5 




» % 



(3-x)(x+4)(x-5) 
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E . 1g^plo ,a- 3a - 9 Sa 15 V . ^ 

El laJVija. ' e's 3»5(a - 3)\ - . 

Si a ^ 3, entO!nces . 

"STT^" 5a -15 3(a - S) 5 v 5 (-a - 3) 3 

• " ' ^ * *'3*5?a - 3J " ^sJta -^3) 

- (6a - 9) ' * 
" 3.5(a - «3j" 

. - ■ ■ • " , . 

. ' '^a - 6^ +. 9 

. . - V - 3-5(a - 3) . . / 



Ejem plo iL. (1 - ^)(l+U->) 



1 1 x+1 • 1 x+l - 1 X 
t " x+1 ^ x+1 * ^ x+1 x+1 



1 ^- 1 y«i . 1 x-.i + 1 _ x_ 

+ x-1 ''lEir^ x-1 = x-1 3?;^' 

Pqr tanto, si x 1 3^* x # -1, entonces 



2 



(1 -1^) * xir) - - (x+iMx-i) 
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Conlunto de problemas 12^8 



1, 

3. 

^* . 

6. 

■A 

7. • 
8. 

.9. 
10. 

n. 



3 

X ■ 



5x 









1 1 ' • 0 

—5 — ~— - «: , 

a 2a 




-+ 1" 


X r. 1 


" 3"' . 


'2 - 


m - 1 


m " 2 ' 






3c + 5 


"'X - 3 




+-^. 


ML — n 


X 


y 


X + y 


X - y 


2 


• ' 3 


a - \> 


- t) - a 


5x 





X -9x4-3 
2a . 3 



(a - b)'= a - b 

7 . " * .'6 



+ — y- " ■■ 

a - bv a - 2ab + b^ 



13. 
14. 

?:i5. 

16. 

17. 

* 18. 

19*. 

20. ' 

21. • 



X + 2x . 3x + 6 



a^ + a 



X + X - 6 X - l^x + 4 

y V ^ 4- y "^A^ 



2y " y ' 

a a - 3 

S + a" a . .'. 

b - 5 ^ 10 - 2b 

i . ' 3 .. : i 

X - X X - 1 X 

a^ - 25 3a + 15 ^ - 10 



X, ^JL Sugerenciar 



1 

X 



Multiplica por — 

• 1 ^ ^ WW 



22. -a ¥ 
1 1 



23. ' 3 - ^ + X 



1 ST 

X 



■# 
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24. Considera %il conjunto de todas las expresiones racionales. 
^Crees que e^te con junto es cerradp con respecto a cada una ' 
de las cuatro operaclones de'^la arltm^tlca? 



12-9 . Division de polincwnios 



171 



Cuando* se^nos da un niia5,ero racional tal .coiaO'« 23 -"-^ 
aritm^tlca, lo reconocemos inmedlatamente como una frjacci&i "impro- 



10 

pla" y nps apresuramos a escribirlo en la fopna "pjropla" 7-^. 



Esta forma en realldad signiflca y, puesto cpie 



10 



< 1, 



23 *" '""7 ' ' 23 
tlene la Ventaja de mostramos de modo liunedlato que esti 

entre los enteros 7/»'y 8. El n&ttero 7 es la parte entera de 

Puesto que ' ' - . 

23 ' ^ 



7+10 
23 



7.23»+ 10 ^ 171 
23 23' 



« 

una manera equivalent^, de mostrar 'esto es escribir 
. ' . 171 - 7'23 + 10. ^ 

Ast que el enter o 171* esti reprdsentado como un sp[3ltiplo entero 
de 23 mis un enter9 que es menor que 23 . Esto es realmente lo ' 
que siempre hacemoB cuando efectuamos' el proceso de diyidir un - 
entero poi: otro. jC^Saio se comprueba el "resultado" en la divi- 
sion? 

Estudiareaos ahora el problema aallogo para expresiones racio- 
nales en una variable: Consider emos el. ejemplo: 

" ■ - o . ' 

2x(7r - 3x) + 5x 4- 1 



0 



X - 3x 



3r - 3:?C 

ov ■ 5x + J. 
eX +: — sjs — • < 

X*^ - 3x 
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* ■ ■ ■ ' ', ' ■ -v ' 

I'iSe parece esto al ejemplo anterior para nt3ftneros racionales? 
Observa que primero escrii)imos el litimerador en la forma 

2x^ - 6x^ + 5x + 1 - 2x(x^ - 3x) + (5x + 1), 

esto es, como tm polinomio mrfltiplo de - 3x ' mSs un polinomio 

o 

de grado menor que el de r 3x* Ponfeamos a un lado, por el ' 
momentO) la cuestidn de cAno hemos logrado esto* (x£i$s adelante 

aprender*£s una manera slstemltlca de hacerlo) y enxmclemos en^ tSr 
mlnos generales precisamente en qufi cbnslste el probleqia. 
Sean N y D dos polinomios en una variable. 
Entonces dividir N por D signlfica obtener 
polinomios Q ^ R, R ' de menor grado que^ D, . 

- tales que ^ ' ^ 

. • » • ■ ' - • 

■ D = +S- 

Este problema es equivalente al de hallar dos polinomios 
Q y R tales « que ^ . ^ 

Como eh la arltm^tica^ N es el dividendo ^ D el divisor ^ 
Q el cociente y R el xesto * Identlfica R en el 

ejeniplo tratado antes. En ese ejemplo fue f^cil obtener Q y 
R, pfiesto que los dos primeros tSrminos de N, 2x - 6x*^ con- 
tienen D como factor • » , ^ * • 

Nuestro objetivo es dar un procedimi^to general para encon- 
trar paso a paso los polinomios Q y R^ cuando se dan dos poll*- 
nomios N y D. Observa que, por ser ' * 

N = QD + R, 
se slgue que ' ' 

R = N,- QD. 

Esto quiere decir que si podemos hallar Q» entonces se obtiene 
R restando QD de N. * 
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Co^sidere^los otro ejemplo: • ' • • 

AquJ N « 2x^ + X - 5 y D « x - 3. Tratemos primero da-oj)^ 
tener \m poXinomio Imtjltlplo de D tal que al restarlo de N nos 
d$ un polinomio de menor grado que ^(pero no Hecesariamente de 
menor grado que B) . Todo lo que tenemps que hacer es multiplicar 
i - «3 por. \m monomio de tal modo. que el polinomio resultante. 
tenga el mismo t^rmino del mayor grado que en N. El t^rmino de 
mayor grado de N es "2x^" . I>e manera que si multjLpllcamos 
(x - 3) por 2x, el resultado tiene el mismo t€rmino de grado 

2x(x - 3) « ^2x^ - 6x 

(2x^ + X - 5J) - 2x(x - 3) - 7x - 5. 
Ssto es, ' 

(1) ' 2x + X - 5 - 2x(x - a) + (7x - 5) . . . ' 
Sin embsprgo, el polfnomio • 7x 5 no es de. menor grado que 

X - 3. Por tanto, apliquemos %1 .mismo procedimiento a 7x - 5.' 
^luitipliquemos (x - 3) por 7 para .tener el mismo t^rmino del 
mayor grado cpie en 7x - 5. . , ' 

(7x - 5) - 7(x - 3) » 16 

(2) 7x - 5 - 7(x - 3) + 16 
Combinando los resultados ^1) y (2), tenemos 

2x^ + X - 5 « 2x(x - 3) + 7(x - 3) + 16 . . 

« (2x + 7)(x - 3) + 16. " 
Comp 16 es de menor gr^do que (x - 3) , los polinomios deseados 

Q - 2x + 7 y R - 16. (^Cu^l es el grado de 16?) Por 
consiguiente, o^2 ^ ^ _ . _v . ifi 



En este proceso dej division de poliaomios restamos sucesiva- 
mente (polinoinios) mtiltiplos del" divisor, obteni^ndo en cad$ paso 
un polinomlo de menor graSo*. ,.Se acaba cuandb el re&ultado es de 
menor grado <pi4 el divisor, Este^procedimiento te habrfi recordado 
probablemente*, el proceso de divisidn larga de niSmeros en la arlt- 
m^ticaj y recuerda 'que tal division se reduce a res tar sucesiva- 
mente *1 dividend© mijltiiplos del divisor* Por ejemplo, . 



Resta 



De manera que 




2953 =. 200 • 13 + 20 • 13 + 7 • 13 + 2, 
. . ' » 13(200 + 20 + 7) + 2 



2953 
13 



(200 + 20 +■)) + |r 

13 



= 227 + 



13 * 



Podemos utilizar una forma anfiloga para disponer nuestro' 
trabajo d^ division de polinomios. Antes,* sin embargo, debemos 
ver c<5mo disponer la resta "verticalmente" como se hace en la 
aritmStica. Por ejemplo, el enwnciado 

(-5x^ t 2x^ - X + 1) - (3x^ - x^ + X + 2) » -8x^ -h 2x^ + - 2x 
•» > 
puede fescribirse "veiyticalmente" asl: 



4 3 
-5x^ + 2x'' 



- X + 1 



Itesta 



3x^ 



_t!3r + X + 2 



4 * 3 2 
-8x + 2x + X - 2x - 1. 



Ob^erva p^ap Iqb tlrminos del mlsmo grado est&i colpcados^unos 
^cima de otros y si faltA un tlnnino (como acontece coii el de 
sc^do grade ^8Il al primer pollnomio), entonces se de4a vacfo el ' 
espaclo que le corresponderfa. La dlf erencia sa obtiene luogo - 
restando los tirminos del mismo grado. ' 

f Conjimto^ de p roblemas 12«9a ^ ^ 

1. Resta, empleandp la forma "vertlca.1" descrita en la p^gina 566. 

(a) 



a^ - 5a^ +''2a + 1 



* •^ Ta^ ^ 9a - 11 



(c) 7y + 8y - 5 

■ 9y^ + 



2. Utiliza la forma 'Vertical" en lo que sigue: 

(a) Resta 3a^ - 6a + 9 de 3a^ + 7a - U. 

(b) De '12x^ - llx^ + 3 resta 12x^ +<6x + 9 . 

(c) A 14y^ + 8y - 16*3iWle -12y^ + 3y. 

(d) De -6x + 8 resta -6x - 1. ' 



Ahora podemos desarrollar una forma "vertical" para la divi- 
sion de polinomiQS. Utilicemos el mismo ejemplo que antes. 

^2x^ X " 5 . 
. X - 3 ' ' 



'E;|emplo X* 



X - al 2x^ + X jr" 



Resta. 
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♦ . .- 0 ■ . • • 

De modo que, 2x* + x - 5 « (2x + 7)(a{: - 3) + 16, 



X - 3 . X - ar • 



Coniunto de problemas 12-9b 

Efect^Ia las diyislonea^ indicadms utllizando la forma presesntada 
ea el iejemplo 1. ' ; J _ 



1. 









- - -a? 




. 4x - 15 


2x 


+ 3 


2x^ - 


. 5x^ - 8x 




2x + 3 , 


2x^ - 


2x^ + 5 



2. 

q 2x^ ~ 5x^ - 8x + 10 * • ' . a 

3« fiC . ^ — » , , V ^ 

* 

/4. — „ "'^ Sugerencia: Escribe el dividend© 

3 2' 

2x - 2x , Hh 5 dej^ndo tm espacio para 

el tlrmino de .primer 'grado^.qiE falta. 



K- 2x^ + x'^ - 5x^ + 2 
^* X - 1 



3x + 1 



•El ej«nplo 1 de la pligina 567 puede escribirse en*forma m&s 
conclsa asti - ^ ^ 

Dividendo— _ 

Divisoru-^ X -> >3 I 2x + x * 5 |2x + 7 4- ?Cociente 



2x^ - W 



I 



7x - 5 

7x - 21 

16 ■ — -Resto 



ComprQbacltfn: (2x + 7)(x -*3) + 16. ^ + x - 

. Por consiguiente, ^ \. 3 ; ^ 2c*- 3 

Elemplo 2> Divide + 3x^ - 38x - 10 pojr x - 5. 

X - 5| x^ + 3x^ - 38x - 10 1 x^ + Bx + 2 
— ' ' 3 c 2 ' ' ^ ^ - 



8x^ - 38x - 10 

2x - 10 
2x- 10 



0- • . 3 2 

^ • » '=''^ + 0 » X 3x - 



Comprobacifin: (x + 8^ + 2)(x-^^ 

+ 3x^ " 38x " 10 „ + 8x + 2 

Hfenplo 1. Divide 3x^ + x por x + 2. 

X 4> 2| 3x^ + X |3x^ T 6x + 13 

\. ' 3x^ + 6x^ 



- 6x^ + X 

^ 6x^ ~ 12x' : 

, : * 13x 

13x 4- 26 

■ V - 26 \ 

* 

ComprobaciiSn: (Sx^ - 6x + 13)(x + 2) - 26 » Sx^ + » 

T>«^ i-^r,i-n 3x^ + X » 3x^ - 6x + 13 - ■. . 
For tanto, • ^ ^ 2 ^ x + 2 



I3i 
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ConlWto de problemas 12«9c 




1. divide - + 7x - 1 ppr x - 3. 

2. Divide ' - 2x + Is por X - 5. ' 

3. Divide - 9x2 - 1' por x+ 3. 

4. Divide - llx + 7 por x + 2 .* ; 

En los problemas 5-12, efectttk la divisi^ indicada. 

^2 ^ 



2x - 3 ' 9. -\ I I ' 

6 ^6x^ - - .1. it " 4 
. - 5- - ' 10. ^^-.^g- 



■srrr 



2X + 1 

13, iG^G queda indicado en el^proceso de divisi^.que el poli- 
•nomio D es factor de N? Muestra que x + 3, es ^nn . 
factor* de ^ " - 

2x* + 2x^ - 7x2 +.i4x ^ . ^ 



*En lo^ ejemplos y problemas anteriores, hemos hecho hincapifi 
en el caso donde el divisor es un polinoido de grado uno. Sin 
embargo, el procedimieyto funciona igualmente bien con dos poli- 
nomios cualesquiera. 

Eiemplo 4. V ^x^ - x^ + i * » 

x^ - 2x^ + 1 



Aqat no hay nada que hacer, pues N es ya.de menor grado 
que D; as f que Q- d y N - R. Con o^ras palabras, la 
expresidci racional ya es "propia" . 



1^9 
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Elemplo 'S* 



7 -» 3x^ + 2x^ '2X + 1 



- 3x^ 



-6 



.'2x + 2x+ 7 




De modo que ' 

5x* *- 33J? + 2x2 + 12x + 1 - . 3)(x3 + 2) + 23? +2x+ 7 



^ 5x^ 3x? + 2x^ + 12x + 1 
x^ + 2 " ^ 



X"^ + 2 



Escrltb en forma, m&s conclsa, resulta: 



x^ + 2I 5X^ - 3x^ + 2x! + 12x + 1 1 5xw 3 



5x 



'+ lOx 



- 3x^ + 2x^ + 2x'-+ l 



- 3x' 



- 6 



2x + 2x + 7 



Comprobaci<5n: • 

(5x - 3)(x^ +2)+(2x^ + 2x + 7) - 5x^/- 3x^ + 2x^ +^ 12x"+ 1 
Por tanto, • ^ ^ 



'tix^ > 3x^ t gx^ 4. 12x + 1 

X^ + 2 ^. 



x^ + 2 
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^oniunto de probliemas 12"9d 

' ,* 

1.' Efect^Ia las 4ivisiones indicadas: 

/_x gx^ ~ 4x 3 gx^ - S + + 5 

, X - 3 x^ - 3- - 

(g) - ^' 

X - 2x - 1 



(b) 


i^x^ - 4x ^ 


13 


"' Sx + 3 , 




(c)- 

♦ 


2x^ - 5x^ . 


- 8x + 9 


2x + 3 






S o 
Sx'^ + Tx*^ - 


- 5x + 


3x - 1 




(e) 


X? + X -'^g. 




X + 2 





(h) $ ■ 7 ■ . " 

■ x*^ - i» 



(1) 



3 

3x - X + \ 

5x^ - 2x^ ^ 

ii pi 



2* D^termina el segundo factor eti cada uno de los casos sigulentes: 

(a) ^ - 25x^ + 3x + 5 « (3x + 5)( ) 

. (b) x9 + l#(x3 + 1) (. * ) 

(c) 2x^ - 5x^ - X H>'1 « (x^ ~ X - l)( 4 

' (d) 4x^ + 2x5' _ 20x^ + x^ - lOx +.25 - CSx^ + x - 5)( . ^ ) 



-12-10. Resumen ■ . 

Introdujimos el* concepto de i>ollnc«aio y vitnos que el problema 
de factorizaciCn de expresiones es significative solamente cuando 
--&e limita a la factor izacitfn de polinomios. Aimque la mayor piaprte. .. 
de nuestra labor ha sido reallzada con polinomios sobre los ent^ros, 
tamblSn considaraxftos polinomios sobre los niJmeros racionales y sobye 
los ntSmeros reales* Cada uno de estos conjxmtos de polinomios es 
cerrado respecto a la suma y la multiplicaci&i^ ^ 



" Al factoriz^r un polinomio de.un tipo dado, itisistijuos ^ 
oue los factores sean polinomios del mismo tlpo. Un polinomio 
oue no es'factorizable como polinomio sobre los enterps, pu«de 
ser o no factorizable cuando se le considera como un polii^omio 
sobre Ips n^imeros reales*. La factorizacifin de un polinomio 
sobre los ntjberos racionales puede reducirse a la factorizacifin 
de.un, polinomio sobre los enteros, ^ " - -.i 

Vimos que la factorizacitfn e,s un Instrument© tftil para resold 

ver ecuaciones. > 

Los diversos m^todos- de factbrf zaci6n de polinomios estfin 

basados en las siguientes formas: ; . 

• • " ■ , ■ ■ . , • •■ ' 

Propiedad distributive ; ' • 

ab + aq " a(b Hr c) ' , ^ . 

Diferencia de cuadrados ; 

- b^ = (a + b)(a -'b) 



1 

Cuadrados perfectos : ^ 
' I + 2(ab) + b^ - (a + b)^ 
- *2(ab) + b? » (a - b)^ 



Gompleci<5n del cuadrado : 

, * + px*= (x + 

Polinomios cuadrjtticos en una variable; ■ 

+ *(«» + n)x + (mn) = (x + m)(x"+ Tt)\ 
(ac)x^ + (ad + bc)x + (bd).» (ax + b)<cx + d). 
Hemos considerado el concepto de expresi^n racional y obser- 
' v^do que las ejepresiones racionales est&i con los polinomios en 
'la tuisma relacifin en que estSn Ids nUmeros racionales con los , 
enteros. Los ^roblemas de simplificacitfn de expresiones racio- 
nales son anSlogos. a los problemas correspondientes para los 
piSmeros racionales.. Vimos que las expresiones racionales tienen' 
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las prbpiedades habituales de las fracqloiies y que la factoriza- 
ci^ de polinonrf.os-juega el mismo papel en el mane jo de las ' 
'expresiones racionales que la factorizacitfn de los enteros juega 
en el de los ntSmeros ^-aclonales, ' , . • 

Toda expresKSa racional puede escribirse como un copiente 
indicado de dos polinomlos_ que no tienen fting(Jn factor iomdn. " 

Hemos desarrollado un m^todo sis.teni5tico de d^vldir polino- 
mios en una variable. Este se baia en la Smportante propiedad/ 
de los polinomlos que "dice: 

Para" dos "polinomios'cualesquiera , N . y D, con ^ 
D distinto de cero/^cisten polinomios 'Q y R, 
con R de menor grado que D, tal que N » QD + R. , 

La division nos proporciona un medio de calcular y R cuando 
nos dan IJ y D, • 



V 



X. ^Gujles^de las esqpresiones slgulentes soga racionales?; 
. 4po<^^cn^os? iQa^l^B &m pplinomiOs en xxsxb, variable? I , 

^polinomlos sobre los enteros?; jsobre Iqs n^eros racio 

.nalasJ; isobre Ion ntfineros reaXes? 

-1. M'cig^ T t)(3st 4. 1) t ^(s.jKiLJ: 

(b) Tx*^ + 2x - 5 



.2 



-ofi V2. ^ , 

(n) 



7 



r - 5 . r + 



s*+ 2 s - 



1 w 



1°} rl^- 



3+2 



V (p) J 2 + 2 J 2 



4( 



(t) (a + y?)(s 




(c) *ax2 + Dx4-c 

(d) 2u + • * • 
Xe) 2(u + ^v) ' . . 

^ ; (k) * (jxi + i)(ixj ' 



^ 3. „ ; • 

(w) - 2 .a/T^ + 3 ^ 
2* Simpliflca .las siguieaateg expresiones: 
(a> 2 tv/l8 + 3V^ - - 6 

(c) V(x + y)3 ' • ^ 

3. MuXtiplica los fac tores y slmplifdJca^os resultados: 

(a) 2>/3 (2 -^/6) ^ 

; (b) (y3":+V2)2 , 

(c) (73r+ ixyic-. 1) 



4. Factorlza los slgulentes poltncnalos sobre los enteros 
es posible: , 

.(a) - 22x - m ' : 

(b) x^ - 22x + ^8 
*^ <c) 3a%5/6a%3 + 12aV\'* 
■ (d) x^ - - - ity • • 

(e) (x^ - y^) + 2(x - y)^ - 3(>x - y)^ 
{f) 6a^. - 19a + 10 



{$) 6a^ + 11a - 
<h) Hx - y)^ + 8(.x - y)^ - 2(y - x)^ 
ia.) x^^f ^SiB + a - bx - ba - cx - ca 



10 
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(a) iPara qu| valores. enteros po^itivos de k el polinomio 

x; + kx t i2 es f actorizable spbre los enterps? 

(b) 2'Para qu^ valores enteros positivos. de k el polinomio 

•x? + 6x + k es factorizable sobre los enteros? • 

(c) Determina el valor de. k para el cual* - 6->/3x + k 
es un cuadrado perfectb. . | . . 

Simplifica las expresiones que slguen: 

(a) gOaV - 

30(ab'=^)'' 

fy.\ 3 - . l/ ^ 5 
(d; — -5- + ■ " ' ' - "^p 

35ar 25ab tb*^ 

(0) *_A_^_^,^JL 
a*^ - ab b - ab ab 



(d) 



x^* - 9 . - i»x + 3 x*" + 2x - 3 



Divide los siguiaites polinomios y comprueba: 

(g) " ^ 

. ,vx - 3 , " • 



3x + 2 

(c) ■ ^ 

X + 1 

^ . ...... 



X - 1 



■ r 
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B. Detenoiiia los cotijutitos 4^ valldez de los slgulentHs 

(to) • ^ 

y - 5 y - — 

("J -ffr - f-H- 0 , - 

(a) 20_. -x ■ 

n-3 n'-9 

is) 3|xF- 2|x| « 0 « 
• \h) |x|^ > |xj « 12 . 




3. 



. ' Huestra que para todo entero n , el entero' (n + 3) - 
es divisible por 3. 



10. Oetennlna si x - 3 es o no tm. factor del polinomlo 

X* - 5x^ +'6x? - .3. 

- * * ■ . , . ', • ■ ■ • ■ " ' 

||'ll*. El polinooiio Sx"**^^ + 33l^^ - 1 puede escrlblrse en la forma 

' . ♦ • 5x^^*^ + Sx''-^ - 1 Q(x^ - x^* 1) Vr, 

donde Q y R son polinooilos . v 

(a) BB puede decli: del'grado de R 9! es el'menor 

»po8ible? , • § 

<b) Si R es de grado mfnlmQi icuil es el grado de Q? 
12. El polinomio 2x 4 1 puede escribirse en la forma 
. 2x^ 1 - 2(x^ + x^ + X + l)(x - 1) + R 

donde R> es un ei;itero. • . - . 
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{a) iCulli es el significado de esta ecuacldn? ^Cultl es su 

cdojtmto de valldes? \ ' 

(b) SI 86 dfi \m vaXor a ^9 ^puedets determinar R 3in 

efectuar la divlsl&i? ^Hay algdn valor especial de 

X para el cual ^sto resulta lo m^s simple? 

100 17 ' ^ 

13 . El po:|.inomio 5x + 3x - 1 . puede escribirse en la forma 

> 5x^9^ + 3x^^ - 1 - Q(x - 1) + R, 
• donde Q es polincnnip y R ' un entero. * Determine el 

entero R sin efectuar la divisi<5n. * \ 

14. El polinoiaio 4x® + n, en el que n es un entero, puede 

. . > . * '. ■ ■ ,^ 

escribirse en la forma ^ . 

8 ' " 

^ 4x + n - Q(x - 1) + R, 

* ^ donde R ' es un j^tero , ^ .-h 

. (a> iCuSl es el grado^e Q? 

(b) SI' R 0, iqu^^'se puede decir acerca de la relacidn 

entre . (x - 1) y Ax^ + n? 

(c) Determine un valor entero de n tal que R - 0. 

15. Dados los po-lfaiomios 2x^^ - 5x\^ + 1 y x + 3, determine 
los polincMios Q y. R de tal modo que 

* . 2yP - 5x^^ + 1 - Q(x + 3) + R 

y el grade de R sea menor que 16 . n 

16 . . D^uestra ei^||||||^ . 

Teorema ; Si a y b -son nilbie;:os reales positives y 

dlstlntos^ 

entonces 



^ ' a + b •'/-— 

^. Sugerencia: Observe que demos trar ^e — ^ — >vab es e<piiva- 

lente a demostrar que a + b - 2 N/ab > 0.^ \ 
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En los problemas desde el 17 hasta el 29, traduce cada pro- 
genia en una ecuacifin *o en una inecuaciSn, y resu^lvelo deter- 
mlnsoido el conjunto de validez de la ecuaqi<Sh o de la in§cuaci&i. 

17 . Un muchacho puede hacer el recorrido de venta de peritfdico^ 
en 30 minutos. Su sustituto lo hace eri sentido inverse 

" y emplea 45 minutos* Cuando trabajan juntos yendo el uno 
hacia el otro, ' ^cuSnto tardarSn en encontrarse? 

18 . Una conf iterta prepare 40 libras de una mezcla de bombones " 
de crema que se venden a $1.00 la libra y de bombones de 
nueces que se venden a $1,40 la libra. Si dicha mezcla se 
ha de vender a $1.10 la libra, ^culntas libras de cada clase 
de bombones se necesitan? * . , "* 

19 . Un recipiente contiene 100 galones de agua puya concentra- 
ci6n de sal es de 15%. iCu&itos galones habrS que remplazar 
por agua pura de modo que resulje solucitfn al 10%? 

20. Un^aviCiv'de retropropulsiAa corre 10 veces mis rtpidamente 

que un tren de pasajeros* .^En una liora el avi<5n recorre 

120 millas *m5s que lo que el tren .recorrerf a en 3 horas • 

jcii^l es la velocidad del avitfn? ; icu5l la del tren? 
. «^ ' • • » 

21. Dos trenes estSnxa 160 millas el uno del otro y marchan el 

• 2 
uno hacia el. otro. Uno viaja con una velocidad que es 

la del otro . ^Cuill es la velocidad de cada uno si sabaaos 
que tardan 3 "horas 12 minutos en encontrarse? ^ 
22. 'Un hombre hace un viaje de 300 millas con una velocidad media' 
de 30 millas por hora y el regreso lo hace a una velocidad 
' . media de 20 millas por hora. ^Cu^l es la velocidad media 
durantf todo el' viaje de ida y vuelta? 

23. . G^eralizaciSn del probletaa 22: un homlyre hace un viaje ^de 
d * millas a una velocidad. media de r millas p6j^ fiora .y 
el regreso lo hace oon^ una velocidad media de q /millas por 



hora. lOaiX es la v^ilocidad media para el vlaje de ida y 

vuelta? ^ ' 

- 27* 
24.. La suma Je los recfprocos de dos etiteros sucesivos es 

^Cu^les son los ni&n^os?^ 
25. Detenalna la media de y 3^ - 3 ' 



■K — ' ""^x — ' ^ , 

26 . El cuadrado de un nVjoaero es 91 ja3s que 6 veces el n^- 
mero» Escribe la ecuaci^n correspondiente y determine su 
conjirato de validez. : : 

27 . Un automdvil recorre una distancia de 360 millas en una hora 
menos que o^ro que marchaoon una velocidad 4 millas por 
hora menos que la 4el primero, Determfna las Velocidades 

• de ambos autom6viles. « r ''' ' ^ , 

28. Una alfombra de 24 yardas cuadradas se coloca en una habitaci^n 

■ If. 

cuyas dimensiones son de 14 pi|8S por 20. pies, dejando un antho 

uAiforme alrededor de la alfombra, ^Culil es este ancjho? Te 

«■ • • . ' » ... , . 

ayudar^ a plantear la cuestifin* algebraicamente el hacer un 
Viagrama esquem^tico de la alfombra colocada sobre el suelo. 

29 . Un cateto "de un tri&igulo rectl[ngulo tlene 2 pies m£s 

que el doble del catetj) menor. La hipotenusa tiene 13 pies. 
jCu^les son las longitudes de los catetos? • ^ 

-30. iCufiles de los niSmeros sig^ientes son racionales? v 



f 

^ 31. Si un n&nero de dos citras de la forma lOt + u se divide 
por la suma de sus cifras, el cociente es 4 y el resto es 
3. Determina los niunero^s para los cuales esta proptedad es 
- vilida, . . ^ 

32. Simplifica ^ ^ . 1 



1 f 

1+4 



FRir 



33. Determlna el conjunto de validez de |x - sf 49 .. ' . 

34. iEn qu€ Instante eatre las 3 y.. las 4 las agujas de un reloj 
colncidir&ir iBxl quS Instante estarin en posiciones opuestas? 

- ' ~ ^ * . 

^ge^ 35 4 . l|n granj ero tlene $1000 para comprar -noviUos a $25 y vacas 
a $26 . Sablendo que el ii(baero de novillos y el de vacas son 
cada uno nibneras ereteros positives, icuitl es el mayor ndmero 
de aninj^les que puede comprar, si qulere gas tar los $1000? 



^ * ^ Capf tulo 13 ^ 

, ■ - ' . ., , ; . .• . : 

: " * GONJONIK) DE'VALIDEZ DE ENONCIADOS ABIERTOS 

IS-pI. Enttnciados abiertos equivalentes 

En el transcurso de estas leccionas heaps estado resplvieftdo \ 
enunclados abiertos > e&to es^sh^os estado determlnando sus con^ 
juntos de validez^ Al principio ensayamos valores de Xa variable 
que suponfamos verificaban el enunclado^^comprobando slanpre 
la verdad de dlcbo enunciado« Lue^o aprendiaios^9i;ie ciertas ope- 
raclones^ al apllcarlas' a los mlembros del enunclado^^daban lugar ' ^ 
a otros enimciados con exactamente el ncLsiao ccmjtmto de validez / 
que el enunti^iado original* Deci^mos que: ' 

Dos emmciadoB son equivalentes si tienen el \ 
> . ml smo con junto de validez. ^ 

Entonces nuestro procedimiento en la soluci^n de un enunciado ^ 
consistia en efectuar operaciones permitldas sobre el enimciado 
|iara producir un enimciaLclo equivalen4:e cuyo conjiiato de validez . 
es obvlo, * • • 

j^Cuitles son las operaciones permitldas? Recordemos antes un 
problema ya previamente estudlado« ^ ^ 

"" Eiemplo 1* ^ Resu^ve 3x 7 * x + 15. . * 
Este enimciado es equivalente a ' ^ 

. (3x + 7) +.(-x - 7) « (x + 15) + (-X - 7), / . 
esto es, a * ^ ' 

2x » 8. * - 



Este enimciado es equivalente a^ 

(2x)(l) - (8)(i), 

; . esto es, a ^ 

X " 4. 



' o . I t. «. Il5 
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Bor tanto» "3x + 7 « x + 15" y "x -,4" son entinciados 

equivalentes, y el conjunto de validez deseads? es {4}. 

Examlnemos este ejemplo con m£s detenimiaito . Cuando d ccimos 
qae "3x + 7 « x + 15" es equivalente a "2x « 8" , queremos 
8igiiiflc;ar que toda fioluciSn del primer enunciado es una solucitfn . 
del segundo y que toda solucitfn del segundo enunciado es una so- 
lucltfn del prlmero. iCiSmo^nos aseguramos de que esto es asf? 
Sal^emos que (-x - 7) es un n&iero real para todo valor de x. 
Asf que, cuando sumamos (-x - 7) a los dos mlembros del primer 
enunciado, obtenanos otro enunciado que es cierto para los mismos 
valores de x x Posiblemente mgs . Para mostrar la equtvalencia 
de enunciados, tenemos tambign que verificar toda solu- 

ci(5n del<%egundo enunciado es una solucitfn del primero. Esto lo 
podemos lograr sumando (x + 7) a ips dos miembros del segundo 
enunciado para obtener el primero, mostrando as! que toda solu-' 
cifin del segundo entmciado lo es tambifin del primero. • 

En verdad no necesitamos realizar este segutido peso de 

"invertir" la operacitfn. Ya sabfamos que era posible, porque 
sabeoios que el opuesto de (-x - 7) es tambi&i \in n&nero real para 
»todo valor de x. ^ 

De iguai mantra sabemos que "k"x - 8" es equivalente a 
"x « 4", porque la operacitfn de raultiplicar ios miembros de 
/"2x » 8" por — es invertible, siendo la operaciSn inverse la 

de multiplicar por 2. En efecto, todo ntinerp real ^Isiiafio. dg. 
cero tlene un reef proco qiie es un nAnero real . ^ 

Asf que, dos opei?acioiies que producea enunclados equivalentes 



son: 



1 ■ <• 

(1) Sumar un nAnero real, a ]^s dos miembros, » 

(2) Multiplicar ambob miepibros j»or uri n&aero re^l distinto d^ 



cero. 




\ 
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Todos los enunciados resueltos hasta ahora han sido de 
\m tipo cuyos mlepibres son polinomios. feecuerda que un pollnomlo 
no contlene ninguna division tndicada con variables en el deno- 
minador. Como consecuencia* no hemos necesitado enfrc^itarnos al 
problema de determinar enunciados mis sencillos multiplicando los 
miembros de un enunciado por expresiones que contienen variables* 
Consideremos ahora otros tipos de enunciados, incluyendo 

aquellos cuyos mieabros soh ekpresiones racionales. 

1 . 

E.lemplo 2.. Rtesuelve " "2 * 

-* - X + 1 

Multiplicando ambos miembros por 2(x + 1) podemos 

obtener un enunciado libre de fracciones . ^Produce esta 

operacifin un enunciado equivalente? Sf, porque para todo 

valor de x, 2(x^ + 1) es un n^ero real distinto de cerp. 

pe modo que, el enunciado .es equivalieiite a ' 



X 

esto es> a 



^2 

^^•2(x^ + 1) - |*2(x2 + 1), 



« + 1. 



Este enunciado ejs equivalente a > 

^ x^ - 1 - 0, .(iPor qu5?) 

- ' (x - l)(x + 1) - 0. ' 
.Finalmente, este enunciado es equivalente a 

x-l-0 <S x+l«0, (iPor qu5?) 
y obtenemos que el conjunto de validez deseado es {1, -l}. 

1 ^ Conlunto de problemas 13- la * . 

1. Parji cada uno de los siguientes pares de^enunciados, deter- 
mina si los entmciados son o no equivalentes. Puedes 
demostrar que son \quivalentes empfezando con cualquiera de 

§ 
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V • . ■ ■ ~ . • . ■ • , ■ ' , 

los dos ^xmciados y apllc&idole las operaci^nes que lo ; 
transforman en enunclados equlvalentea, hasta que llegues ^ 
a pbtener el otro ehunclado del par a mie pertenece. Si 
crees que no son equivalentes, trata de demostrarlo buscando 
un niiHero que esti en el ^onjunto de validez de uno de los 
enunciados, pero <pie no'pertenezca al del othro,* 

(a) 2s w 12 J . 8 » 6 ♦ 

(b) 5s a 3s + 12 J 2s » 12 

(c) 5y - ^ « 3y + 8 i y « 6 

' , , / '; • ' 

(d) 7a - 5s » 12 j s * 6 

(e) 2x^ + = 10 • J x^.« 

(f ) 3x + 9 - 2x » 7x - 12 ; i . X > 'V 

(g) X = X - 1 ; 1 » X - X 

W - 3 J y - 1 - allyl + 2) • 

(Sugerencla: ^Es (|y| -^2) un .ntbero real dlstlnto 
' de cero para todo valor de y?) 

(1) X^ + 1 = 2X . : -(X - 1)^ » 0 



^ X + 1 « 1 



(j) X^ - 1 = <X - 1 X + 1 

• (ic) 3L+J.= 0 •■■ ^ J x^ + 5 - 0 
x*^ + 5 

(1) 1 ' x^ + 5 =. 1 • 

(m) V + 1 « 0 j |v + 1} « 0 



> iia ■ 



2« I>ecl4e p«ra cada par de enuticlados si son o no equlvalentes: 

" ~ , . ■ . ■ ■ ■ . ' '.•■«.. 

(a) 4 - 2x « lO-j X - -3 V 

{\>) 12X. + 5 » ICfc - 3x J X a 4 * ' 

. (c) X - 4 « 0 ; X » 2 6 ; X « -2 

^ (d) X a 3 ; x(x - 3) « 0 

(e> X - 1 « 0 5 x^ - 1 » 0 ' 

' (f) |xl - 1 5 » 1 .1 

3-. Transforraa cada \ina de las 'siguientes equacignes en otra 

equlvaiente pero mSs sencllla: < , 

» ■ »^ ■ ' , ■ . ■ 

(a) y + 23»35 . ' (e) xtx^ + l) - 2x^ + 2^ 

(D) fx--19 ;. (Sugerencia: 77^ . 

(c) 6 - t - 7 unti&aero real distinto de - 

.^.1 1 ceto para todo valor de x?) 

(d) «s - -TO ^ 

• * - . (f) y(|yl + 1)^- M + 1 

4* Resuelve (esto es^ detarmlna el conjunto de validez) si es 
poslble: * . ^ ' 

(a) lit + 21 « 32^ (e) f + ^-f + ^ 

- (li)/x + |«x+'6- 

(c) .^x - 17 » 33 (i) x^ + x^ + 1 * x^ 

' (d) 6 - s « B + 6 . (J) yVy^+ y^+y+1 - y^-y^+y^-y+i 



^^e) s — 6 » 6 - . s / \ ^ 



2 



(f) 3 - 6 « a + 6 



(k) x^ + 3x =» X - 



I3ll -388- 



5 . Con frecuencla podenaos slmplificar uno o 'ambos miembros de 
\jn emmciado. iQuf tipos da simplificaci^n algebraica 
garantizar&i que la forma simpli£lpada es equivalent e a^a 

' original? V Con^idera, la reduccitfn dep t^minos : > 

iSbn *3x - 2 - 4ac + 6 = 0 y -x + 4 = 0 equivalentes? 
Consider a la factorizacliSn: 

jSon X - 5x + 6 « 0 y (x 3)(x - 2) » 0 equivalent es? 

2 ■ > - ^ 

iSoa ^ ^ 2 y ^+2»4 equivalentes? * . 

6^ £n cada uno de los siguientes pares de enunclados^ di por qu£ 
^ son equivalentes p per qu5 no lb son: 

(a) 2a + - a =» 17 . j a V5 = 17 • • • 

.2 



<b) 3x*^ 6x 0 J 3x(x - 2) = 0 

(c) 3x^ » 6x " J 3x = 6 _ 

(.d) 3x^ = 6x, J 3x^ - 6x = 0 - / 

(e) 6y? >+ 3 - 2v^. » 5 '+ y + 2; ^^y^ + 3 = y + 7 ' 

it) b + 3 = 0 ' J 0«b + 3 1^ 

(g) 2 ^Ji^^y >. 2 = y + 2 

(Ji) 2(h + 2) + 2(h + 3) = 27j i^h + 10 = 27. . 



Hemos teiVldo ciiildado de sxHoar s61o nifmeros reales a^e iqu1«- 
tlpllcar siempre por ni&ieros reales dlstintos de cero, porque 
tenemos la seguri^ad de ^que tales operaciones da^i lugar a enun- 
^fcijidos equivalentes « ^Ser£ poslble obtener tambiSn enunciados 
equivalentes empleando otras operacxones? Veamo^ otro ej employ 

Ejemplb 3. Rejcnj^ve x(x - 3) » 2(x - 3) . 



^ ^sospechar ^qae. 2 y 3 aon . solucfcmes de esta :$«iuaclon,;^V 

: ^ ^^hs& otras* mdem^s? ^Sl deseamos obteaer ua enunpiadp , 
^ *wts^ liimpie^ p^odemos inceotic el Irnilti^^ 

^ por t. iEntonces obt^aemos bX mevo emmctado 

caya forma mis simple es 



CiesrtamentB 2 es la ^riiCa solucifin de estejeaunclado. 

Esto «igaif lea qae la operaci6n W multiplicar por dio 

■; . 4lu^ar'^ ^p nueyo enunciado con un caajuato de valldfez 

* peqaego . . Dp mo^o qjfe,' tal opera^ciSn <io darS necesariamente -un 
enuaciado ^qaivalente . ' Probablemente te bas dado cuenta de dfede 
estfi la dif iciitad: para x - 3, — no eg.tm>n&aero y* la 
^ . operaci<5a de nralt^lplicar por i A s«lo. es efectiva para los 
valores de x ' dlferentes de 3. * ^. / " 

/^"^ El e. -lemplo 3, suglere, pues, que 'nanca. debeaaos §umar o mul- 
' tiplicar. ambos miembros'dia un enunclado por una eKpresiOn que . 
para algunos valo.res d^ la varljtble no es un ngmero. 
Slemplo -A. R^suelv^ 2. > 

* ' : En pritaer lugar observanos que el d«3mlnio de x no puede 
.. Uncluir al nt!ai«ro 1. (iPpr'qu^?) Asf q»ae realitfinte tenemos^- 
que resolyer el eaunciado . * . 

X - 1 X - 1 

Es natural fflultiplicar ambos miembiyas de la ecuacitfn por v(x - 1) » 

^ nllaiero real para todo valor de x perteneciente 
a su^XLiaol ' aEs. ^x - 1) distinto de cero? (Recuerda <;^e 
- x jfe LO " ■^^>?^^*'^^^i^ '^'^ enunciado equivalen%%» • 

al rfaltiplicar^or (x - 1)» ^ 
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■■■■ ' " ■ - 23C -\2 -.1 y'xj" 1." 

'\ • . 1- X y X ^ i^., ' 

' . • , ■ / 

Sste^ jQltii^ enxinciado tlene \m conjunto d© yalldez vacfo, . 
Por tanto, el ;€snunciado " original* no tleae soluciones. 
— _ . \ Ell Itrolblema del ej^plo 4 nos indica qtite debemos tener 
el cuidajio de fijarnos en todo mcraaato en cultl es el dominlo 
de la variable. Astl podemos multiplicar sl%mpre por una 
^ expresi^n qu| para todos los yalores en^ el dominio de la . 
variable^ ^ \m ntfejero real distinto de cero, ^ 

^.''> • . •■ ■ - ■ 

'.^ ^ - \ ■/ • " . v ■ ■• ■ ■ .■ " 

' i Conlunto de problemas 13- lb 

1 . y^sra c^ada una' de las frases sigui^tes decide si es 
(i) un niSmero r^al para todo valor de la variable, 

■* ~ ' - , ^ 

* . * lit V ' » , , . . 

J, (li) un nAaero real distinto de cero para toda v^Xor de, la 
variable.' " ^ " , ' 

' (a) xV^^*+ 3 . js) ''p^^ * : ' 

' x*" + 1 







3 - i^y 




+ 1 




. lb) 


y + ^ ; 


x"^ + 1 






r 






% 


(d) 


+.1 * 


^ (J) 


-3 


1 


•/ W) 


|y + ii 




X . 




' if) 


|y| + 1 

9 


(1) 


q + 1 
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2f.c Heauelve; 



* 1, X - 3 
(?) ' y ? & « 3 . (d) irr2 + X - 2 



(to) ^ ^ M -Tin ••■^ -'rtr . 

(c) 4. 3,« I ' < (f) 3t(x^ 1) - 2 

3 , . Dciterndna las dimensiones <ie,,un rectSagulo cuyo jx^jiimetro 

tieixe 3Q pulgadas y cuya Srea^s dfe 54 pulgadas cuadradas. 

i «... * ■ . 

4. Determina tres n^eros enter os sucesivos tales .que la s^ma 
de sus cuadradQS ,sea 61. 

La sviina de dos ni&neros es 8 y la Vwa de sus recfprocos 
es 4» iCu^les son esos ndiaerps? * \, 

6. .En clerta escuela la razSn del ndmero de niflbs al de niflas es 

i . si hay 2600 alumnos en la escuela, icu&itas nifias habr£? 

~ 6 ' ■ . 

7 . Mueatra que cualquier par de n^faneros (x, y) para el cual una . 
•\ de las dos ecuaciones 3^ + 18 «^y + 23, y- 3x - 5 es 

yei?4.aclera^ tambl&i hace verdaderai a la otra. Entonces, 

2^^^^ la'relacitfn entl^e el con junto de todos los pares 

que resuelven la" prlmera ecuaci^n y el de todos los pares que 

resuelven la segunda?-^ ' 

2 

8. Muestra que las ecuaciones 4x - -jy "6 y y •» 6x -. 9 
^qulvalentes « ,^ 



8011 
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9 . Los lados cuyas lomgjLtudes son x 

y - ,2x - 5, del primer triSngulo estSn 
en la misma raziSn que los lados de^ 
longitudes 4 y 6, respectivamente, 
, del segundo trilbgulo . iCuiles son 
las longitudes de Tos doslados del ' 
primer tri&igulo? 

10, Se necesita hacer una mezcla para eliminar malas yerbas 
, ej3ria proper citfn fie 3 par€es de yerbicida por cada,17 

'f partes de agua. iCuSntos cuartillos de yerbicida hay que 
poner en un tanque de 10 galones, que luego se llenarS 
con agua, p^ira obtener l6 galones de la mezcla deseada? 




13-2. DesigualcLades equivalent es 

En el capftulo 8 resolvimos algunas desigualdades m^diante 
otras equlvalentes mis senclllas. Recuerda que con frecuencia 
hlclmos USD de las propledades: 

Para ndmeros reaXes a, b, a^b si y 
s^lo si a+c<b+c,. 

para c positivo, a <,> " si?-y s^lo si ac<bc, 
para c negativo, a<b si y s(51o si ac>bc. 
Resulta asf que las operaciones que podemos efectuar sobre 
una deslgualdad para obtener otra equlvalente son en clterto, modo 
parecidas a las de las ecuaciones • ,^a iSnica diferencla es que * 
cuando multipllcamos ambos mi^bros de una deslgualdad por un 
nAaero real distinto de cero, te^iemos que asegurarnos de si es 
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posltlvo o negative. Por ejemplo, x + 1 es sien^re positive 

para todo valor de x; - —7-= — ^. as siempre negative para todo 

XT 2 

valor de x; pero x - 1 es negatiyo para algunos valor es, 
positive para etros y 0 para otares, de donde se deduce que no 
debenos utilizar x^ - 1 ccwao un multiplicador 1 * 

R^sumiende, algunas de JL%s-operaciones que dan lugar a 
desigualdad6s equivalent es son las siguientes: 

(1) Sumar un ni&nere real a ambes miembres, ^ 

(2) Multiplicar ambos miembres per un ndmere positive . 
en cuyo case el sehtide de la desigualdad para los 

. . prodtictos obtenides no cambi^, . 

(3) Multiplicar ambos miembres per un n^ere negative , 

en cuyo case el sentido de la desigualdad para les ^ 
. productos obtenides* resulta inver tide. 
E1«aple 1. Resuelve -jy - 6<^y + -g- , / 

Pedemes primere multiplicar ambos miembres per el 
n<&nero ^eal positive '30 para ebtener asf un enunciado 
libre de fracfcienes: . . " . 

24y - 180^ 20y + 25. . 
. Ahora surnames el n&aere real -20y + 180 a los dos 

miembres: , 

> . Ay < 205, . " 

1 

Finalmente, multiplicamos per el ntfmero real positive 

^ y 205 

*• . . ■ " ' 

iCufil es el conjunte .de validez de la inecuaciSn 6riginal? 

Explica per qai tode,s estes enunciados son ^quivalentes . 

1 1 

Eiemple 2 . Resuelve j > "•••• 

X + 1 



Puesto qpi^ ~(x + 1) es mi n^&nero real negatlvo 
para cada valor ebe x, podemos multipllcar amibos miembros 
;por -(x + 1) para obtenar el enunciadoje^ivalente 

Kx* + .1. ■ ■ . ; ■ 
Sumando -1 a los ;dos miembros > t,6nemos. el enimcladq 
equivaientie , ... 

0 < X . \ 

]^1 conjuntd yde valldez- de este altimo entmolado es el coxi- 



junto de^ toftlos los .n<!meros reales distlntos de cero. ^este 
es tamb^^n ea conjunto de valldez d'e la, Inecuai^ldi original. 



Conjunto '' de t>roblema& 13-2 ^ x 

' . ■* * ■ *■ » . 

1. Resuelve las inecuaciones siguiiontes, transfbrmKi^dolas en 

inecuaciones m£s senclUas: " ^ ' 

(a) X + 12 < 39 ' if) .| < ^ + I - 2 



(b) < 36 - X ^ ^ (g) x^ I 5 > ^^ 

(c) yr+ 2x > 3^5" " (h)r-2^< -2. 

• * - x*^ + 4 

fd) t'/T< 3 

'(e) 8y - 3 > 3y + 7 ^ "1^7^ ^ * 

2 . Resuelve los enunciados siguientes : / j 

(a) i< 4x + 1< 2 ,. " / 

(Esto es equivalente a "1< 4x +1 j * 4jc + 1< 2"). 

.(b) 4t - 4<0 1 - 3t<0^" . 

<c) -l<2t^l " . * 

/ (d) 6t + 3< 0 6 6t - 3>0 

\(e) jx - ll <2 . ' « ' 

(f) I2tl <1 

. (g) Ix+ 21^1 

(h) jy> 21 >r ' l ; 
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3 . Gonstruye las gritf leas de los conjvntos de valides de los 
' enunclados de los proJ>l«aas 2(a), (c) , <a);' y 

4. Determiiia culles de los sigutentes b6jl nttmeros reales nega- 
t5!vos^para, todo valor de 

. (a) X \ (^) 1-x T i| . 

• M -X .. . (?) + 11 . 

5. Resuelve 3y - x+ 7<0 resp^ecto de y; esto es, obtin un 
ei^Onciado equivalente con y solo en el laieinbro de la iz- 
qaierda. iCuil es el con junto de validez para ' y cuando- ^ 
3t.- l? . ^ora restielve -^y - > + 7 <0 respecto de x,. ^ 

_iGu^l ^ jaI_.con junto de valldez para x si y " -2? 

6. Si el irea de un rect4ta|ulo es de 1J> pulgadas cuadradas y 

su longitud es menor que \5 pulgadas, jcu^ ser^ su anchura? 
j, Fdrnnila un enunciado abierto que exprese que Un cierto nd- 
m^ro negjativo es mehor que su recfproco. Resuelve el enun- 

ciado . 



13-3. Ecuaciones tme contienen expresioaes factorlza das 

Cuando en ''el capftulo 12 re^lviste ecuaciones cuadriticas 

de la forma ^ 

• (x - 3)(x.+^2) - 0, 

necesitaste la importante propledad de los ntfcaeros <Teoreaia 7-8e) 

I Para ndmeros reales a, ^, ab - 0 
r |. si y s61o si a » 0 ~S b « 0." 

Enuncia esta propiedad para los a' 2 ^ particulares de la 
ec^acitfa- anterior. Interpreta por ti mismo el "si y sdlo si".^9( 



Bs esta propiedad, y el que x - 3 y x + 2 sean ni&aeros 
reales para todo valor real de x, Iq. que garantiza la equiva- 
lenela 3^el enunciado "(x - 3)(x + 2) = 0" y el enimciado 
"x - 3 • .0 . 5 X + 2 ^ C*. De manera que. el cojijwito de valideas 

iC&no' extenderlas esta propiedad a ecuaclones tales como 
abed » 0? Establece una propiedad general para cualquler n&aero 
de factores, iCu^l es el conjunto de ^alidez de . 

. \ (x + l)(x - 3)(2x + 3)(3x - 2) - 0? 

* 

* i Con.iunto de problanas 13«'3a « 

1 • • • . I, 

1, Det^rmlna los con juntos de yalldez. de: 

(a) ' (a + 2) (a - 5) ^ o " , 

(to) (x + 3)(x + l)(x - 2)(x) = 0 

(c) (3y - lH2y +'l)(4y - 3) = 0 ' , 



2. Resuelve: 




;x - 2 = 0 



x^ - 121 

(c) (x^ - l)(x^ ^ 5x + 6) « 0 

(d) (x^ - 5)(x2 - 24) L 0 

(e) x^'^« 25x 

(f ) ||x^ - 5x =. 3 

ie) x^ + X = 2x^ ' * 

(h) x^ + 2 « 0 

(1) 3x^ = 21x - 18 

(J) x*^ - 4x + 2 = 0 

(k) x^ +. 6x « 1 . 
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t , ■ ■ ,.»'■. - ^ / - 

3 . .Resuelve - 8. easayando una solucifin poij conjetura y 
mostrando que es la dinica soluciSn real ^gumeaitando sobre 
el '"tamaao" de x. (Si x-<i 2, ^quS pasa con k^? SI x>25 
iquS pasa con x ?) ^ 

4. Resuelve x^ » 1 escribifeidolo como (x^) - 1 - 0, y 
-^f actorizando , ' * * 

5. Determina un pollnomio que tenga el* valor 0 cuando x 
toma valores pertenecientes al conjXmto {1, -1,»0}. 

6. Determlna el con junto de validfez. del enunciado 

(x'- 3)(x - l)(x + 1) - 0 y ix - 21 -4 2. 



Hemos tenldo buen cuidado de evitar el suciar y «1 raultlplicar 
por una expresi&i que para algdn valor de la variable no sea un 

nifibero real. Veamos otrQ ejemplo que pone de manlfiesto este 

* . ■ ■ ' ' ' * 

pellgro* • I " 

^ 2" ' ' 2 

Consideremos eiate ejemplo: Resuelve (x - 3)(x - 1) - 4(x- - 

/ 1 ^ 
Nuestro primer/ impulsA es raultlplicar ambos miembros 

. • :/ «i • , • » . 

por . P6ro para algunos valores de x, y . no 

. I I x* - 1 

. • es tin nitoero r^l. iQuS v*lori^s? En camblo, puesto que 
. 4(x^ - 1) es/un ni&iero real para todo x, sumemos -4(x - 1 
.a ambos mieiabros, con lo cual resulta 
(x - ^^(x^'-l) - 4(x2 - 1) - 0 
(X - /s - 4)(x? - 1) - 0 (iPor qu5?) 

(x -' ^).(x - l)<x +1) - 0 
Cada uno de estos enunciados es equivalente a cjialquiera de 
los otros. iCu51 es el conjunto de validez resultante? 81 

hubiSsemos'multiplicado los dos miembros (impensadamente) 
■ ' • ' ■ *' , 

por 1 , icu$l iiubiera sido el conjunto de vaiidez del 

^ - 1 I 
enunciado resultante? • 



ic 
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Este ejemplo nos advlerte que "ac be" y 
no son ecmivalentes. Sn camblO) tenemos a contil).uacl&i 

he .> 

ac - be • 0 r— — 

(a - b)c 0 

a - b « Q <5 c - 0 
Esto no8 dice que el anuncla4o 

•/ J ac « be ^ 

es equlyal^te al enunciado 
' . a - b "» 0 c • 0, 

quaado a, b, X ^ ®^ tiifaieros reales., 

Conjunto de probleiaas 13^3b 

1. Resuelve : 

(a) x(2x - 5) « 73C 

(b) (3 + x)(x^ + 1) » 5(3 + x) 

(c) . (x - 2)(3x + 1) » (x - 2)(x - 5) 

(d) 3(x^ - 4) = (4x + 3)(x^ - k) 



(e) 5x ^15 



2 ^ ^ ' 

2, Mu^ tip Ilea los dos mlmbros de^la eeuacifin « 3" 

por (x - 1) iSon los mlsmos el nuevo conjunto de v^illde^ 
y el original? ^Es x - 1 Igual a^cero para alg&i valor 
de X? ^ 

2 

3^ MuXtlpllca los^dos mlembros de la eeuacK^ t ^ llLrspor 

\ * • * ' 

+ 1)* . Compare, el conjunto de validez iwevo con el original. 

Expllca lasi difidtencias que las dos multipllcaclones pcoduc^ 
en los conjuntos de validez de los pjroblemas 2 y 3. 
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IS'^A^. Ecuaclone& fracctpnarias ^ \ 

^ li^a expresKSn ^ no es uu ndmero real cuando x as 0« For » 
consijiulente, cuando tra tamos da resplver la ac^aci^n 
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tenembs gue llmitamos a ti&aeros dif er antes de 0^ Con otras ' 
palabras^ tenemos jpe res9lver el enunciado . 

, i « 2 y X 0. ^ V 

Sablendo que x ^ no puede ser 0, podemos entonces multiplicar^ 
por el ntfiaero x, distlnto de «ero, para obtener 
^ = 2x* y X 0, 

" , 1 = 2x 2 X f 0.^ ' » 

Luego, « 2 y x ^ 0'* y "1 * 2x jg; x ?t 0" son enunciados 

x ^ * ■ ^ , * ~ 

equivalentes • El liltimo tiene el cqnjunto de valideE{^}, Asf 
que ^ es la solucidn. \ ' 

' Otra manera de tratar este mismo probleTi|a es ailadir -2 - a los 

~ ' ' « * 

dos miembros de "~ » 2" , resul^ta^tido- , ' 



i - 2-0 
1 - 2x 



X 



0 (^Por qi61) 



iQu€ requisites deben cumplir a x ^ P^^^ ®^ n&aero M. 

sea 0? Son, primero, que c ?^ 0 (ipor qu6?) y segundo, que 

0 (iPO^ qu$?) . De modo que el eaunciado "-^ " 0" es equiva- 
lente al enunciado "a ■= 0 ^ c j^. 0** . ' 

H-l 2x a" 

Entonces, qu^ enunciado es equivalente ^ " ' "01 

X 

Xu respupsta deberit ser "1 - 2x ■* 0 x x i^ que es el mismo 
enunciado que obtuvimos antes . ^Puede& determinar del mismo modo 
3onjuhto de validez de 2-2 ^ ^ ^ ■ 



I^s mismas dos maneras pueden util^zarse con ecuaciones 

'fraccionarlas rais complicadas . Asf, podemos resolver la ecua- 
ci<5n . ^ ' 

' ■ ' 1 3. ■ " • . ■ ■ ' ■ ■ * 

,o bien raultiplicaiido ambos mlembros por un«poiinomiq convenieftte 

(i'cufi]^ , o bi«n escribi^dola prlmero en la' forma - - — - 0 

'■'■'*' X l;^ X . . ■ : 

y luego "simplif icando por reduccidn a una sola fraccidn. En cual- ^ 
qulera de los dos casos tenfimds que reconocer dos "valores ile- 
gales" de x: 0 y ,1\ La solucitfn estt sometida a la testriccl&i 
de que x no sc^a ninguno de esos valores. Bnpleando el segundo 
m^eodp, obtenemos "(^ /• - x , q" que es equivalente a ' 

"1 - 2x - 0 y X ^ 0 y X ?t 1", la soluaian de aste enuncia^o 
es que es, por tanto, la solucitfn del enunciado original. 

.Como Ultimo ejemplo, resuelve. 



X 



- 2 X - 2 

Puesto que x 2, despuSs de multiplicar ambos mi^^os por 
X - 2, obteneraos 



•(x - 2) - — iL.«(x - 2) y X ?i 2, 



* x-2 x-2 

X « 2 J xV 2< • • 

Luego el enunciado " — ^ — .» — i " es equivalente a "x 2 • 

^ . \ X - 2 X - 2 

2 X ^ 2". '^Gu4l es el conjunto de validez de este enunciado? 
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Eftsuelve las slgulentes ecuaciones: , 



^^ 3 2 + 5y 1 ^ ill 1 - ^ 1 =4- y n 




y/F^ y"l-y-"l + y 



17. I*a suma de un niifiaero y su reclproco es -2. ^Cultl es el 
iK(3bero? 



18. <a) La Imprenta A puede hacer una clerta tarea-en 3 

horas y la imprenta B puede hacer la mlsma tarea en 
2 horas. Si ambas trabajan a la vez en dicha tarea, 

.1 ien ctUbtas horas pueden acabarla? 

(b) Si l^s Imprentas A y C > trabaj an juntas en la 
tarea considerada y la acaban en 2 horas, icuH^^ 
'tlempo hubiera empleado la imprenta C para rdbSur 

la tarea sola? 

(cj Las imprentas A y B empiezan la tarea, pero al cabo 
de la primera hora la impretita' B deja de tr aba jar. 
M A • termina sola la tarea, icufinto tiempo tiene que 
tr aba jar A despufis del cese de B? 



19, "En cada ono de Xos ejemplas siguientes, eajipresa la variable # 
indtjada en tSrminos de las otxas. ^ ; 

E- fenifiio ; r V «• -felj; ; . B. * 

* — — ^ " Esto es e^qulvalente a * • 



es decir, a 
• 3V 



i» B y h.4 Q, 



(b) T » ^ J R 

•(c) "A » -^(x + y) J h 



(dj S » |(a + i ) ; i 
(e) 1+^-1 J . b 



13-5. ElevaciCn al cuadrado . 

^1 a » b, entonces desde luego a*^ » b^. ^Por qu 

iPlensasque, al contrario, si a^ b^ entonces a - b? Puedes J 

darte cuenta Inmediatamente que esto no es asf. Da un ejemplo* * 



y "a - b" no son enunciados equivalentes . 



Luego "a^ = b^' 

2 2 

Por otra parte, podemos transfomar a b mediante \ina 
cadena de enunciados equivalentes Smo sigue:^/ 



a b 



b' 
0 



a 



(a - b)(a + b) « 0 
b"« 0 6 a + b « 0 
a b 6 a ^b 



Explica por qu5 cada uno de estos enunciados es equivalente al 



que le sigue* Asl,-"a^' 
ciados equivalentes . 



It 



a *" b' 6 a « -b" son enun- 
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St eXevam(»8 al cuadrado Xos* dojs miembros del etiunciado * 
• 3", obteuamos "x 9", que es equivalente a "x » 3 5 x = -3" . 

. - »- . ^_ . . " . >. ^ r ,i.i,inii -. . ,-, II - J 

i:^ modo que, la elevacl6n *al cuadrado- ,de( los miembros de im enun- 
ciado. aiaplfa algunas veces el^coaijunto lie validea. 

* Conllunto de problfeAas 13^ 5a 
\E3cplica el efecto que produce en los conrjuntos de validez de las 
^siguleaites ecuaciones, la elevaci(5n al cuadrado de ^us dos miembros: 

JL^ X - 2, . 3. X + 2 » 0 • * 

X - i'« 1, . 4. X c 1 » 2 , ' 

En lo& problemas anteriores es obvio culil es el conjunto de. 
validez original, y no hemos necesitado emplear el nuevo conjunto 
de validez para obtener el original,' 'Sin embargo, a veces cuadramos 
ambosjniembros de unaaj'equacifin con el fin de simplificar en situa- . 
clon^Tro las que todav^ no conocemos el conjunto 'de validez . 
Sabemos, eomo en los problemas anterior'es, que cualquier solucitfn 
de'la ecuacitfn original es una spluci^ de la^ecuacitfn obtenida 
cuadrando. Eero ^ambi&i sabemos que el nuevo conj\into de validez 
'puede'ser mis amplio que el original.* For lo tanto> cada solucign 
de la nuevet' ecuacign tiene que ser comprobada en la ecuaci^n ori- 
ginal con el fin de eliminar cualquier postble solucifin extrafta 

introducida dujcante el proceso de la elevaeiSn al cuadrado. \ iP^ 

■ ■ ' • \ ■ ■ • . 

' Ejemplo JL, *Resuelve Vx +3=1. * " , 

Si 'Vx ■+ 3 = 1 es cierto para algun x, ' 



p 2 2 * 

entonces ( -Vx = (1) es cierto para el^mismo x; 

X = -2. - ^ 



Si X « -2, entonces Vx + 3 = ,V*-2 M- 3 =VF = 1. 
ego,^ -2 es la soluci6n. 




Eiemplo 2. Re%uelve -v^+ x ».2. 

liuestro objetivo es cuadrar ambos miembros y obtener una 
ecuacl^n llbre de radicales . Tral;$Qqslo . > 

^ (Vx)^ + 2(Vx)<x) + 2^ ^ ' * \ 

■ — - . * ^ . - . ^ ^ . / 

Aparentemente, hemQs: llegado a un enunciate m&s compllcado^ 

que contiene todavla un radical « £n c^bio^ antes de cuadrar 

escriblmos el ^nunclado en la foma e^ijuivalente , |\ 

^ Entonces obtenemos 



- > * 0 - (x ' ^lU - 1) 

^ X « 4 6 X •» 1* * " ' 

Con otrad palabras^ si hay soluciones del ennncxatio tienen^q^e 

- pertenecer jtl. conjuAto 1 1/ 4} , Ensayandc^ cjada una de estas 
posibilidigtdes, encontrmaos mie 4 no^verifica el enunqiado 
priginalj. mientras que 1 sf. La -solficifin es, por tanto^ 1. 

'E^ 'jemplo 3. , Resuelve lx| x « *1. * 

Otra vez podemos obtener un enunciado mfis sencillo cua- 
drando.^ Aquf utilizamos una propiedad de Xos valor es absp* 
lutos que deberlts detnostrar en'^el prpblema 11: |xr* x^ 
para todo n^ero real x. Entcmces tenemos la sucesl^ de 
enttnciados: ^ ' 



|xl « X + 1 

^ x^-^w" + "fix •+ 1 '■ 

, ' " ''2x + 3. - '0 .• 

^ r ,-„■',•, 

Por cpmproba<fi(5n, encontricaps q^e - — verifica Xa 
ecuacitfn original y es, por consiguiente, 8u soiucitfn. 

Coniunto de pifoblemas 13- 5b 
Resuelve 'l^s ecuacipneS &iguiant;es, ciaadrando: 
1. -/ac o 1 + X 



2.' -/2x + 1 » X + 1 

3 « 'Z X 1: r 1 » X 

4. - X + 3 = 0 

5. 3</x + 13 » X + 9 

6. |2x| v» X + 1 
7^ 2x » ix| +'1 

8. ' X |2xl •+ 1 

9. / X - |x| « 1- 

10. fx - 2l » 3 



J 



11. Derauestra que: Para todo nilmero real x,» • 

12. ? La dlstaifcia'entre x 2 ^ sobre la recta ntan^rica es 

•2 ' mfis qqe x. Reauelve respecto dip x. ' 

13. Un cateto de uii tri&igujo rectlngulo tiene 8 pulgadas de 
W longitud y la hipotenusa tiene 4 pulgadas m^nos que la 

suma de lo.s do5 c^tetos. JJe^termina' el otro cateto. 
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.14. El tierapo t en "segundos que un cuerpo t^arda en caer. * 
desde su poslci&a Inicial en reposo, una Hisi-a-nr-fa Ha o 

pies, viene dado por la f Srmula t » \/^» Calcula 

\ , V s , 

s , si t « 6 . 25 segundos y g « 32 . ^ 

i ✓ ' ' • . " • ■ ' 

15. -Utilisando la fiJaamila del probleraa 14, detenoina una formula 

que da g ^ t^rminos de t , y s. 

16. Determina si cada uno de los siguientes pares de enupqiados 
con dos variables son o no equivalentes : 

• « ' » 

(a) + = 1 , y = ^^1 - 



(b) 4^ y^ = 1 , + r 

(c) X* » xy, X = 0 (5 3^ 



13-6 • ^Inecuac i one s pollnAnicas 

lEs (-4) (3) (5) (-6) (-8) un n^fenero positivo? . ^Un nAnero 
negative? ^Tuviste que efectuar la 'multiplicaciiSn para saberlo? 

Cuando multiplicamos varlos nfimeros distintos 'de cero, su 
producto es positive si |1 nifoierp de factores negatives' es par, y 
su prodiacto es negative si el ntlbero de factores negatives es 



impar. ' 



Esto significa que podeamos decir inmedlatajigpnte si un poli- 
nomio factprizado, *tal como ^ ' 

\(x + 3)(x + 2)<x -1)1 
es positive, negative 6 0 para cualquier x dado. ^Qug sucede 
con este pelinemio para x » 2? ^para x » 0? ipara x « -1? 
ipara x « - 1.2 lY para x = -4? No necesitas calcular'el valor 
del polinomio; solamente con tar cu5ntos factores negatives coritiene 

Podemos hacer algo mejor que elegir unos pocos puntos alasar. 
'Podemos determiner primero el conjunte de valores x para los 



cuales • 

(x + 3)(x + 2)(x - 1). es 0 i . 



(el conjunto de validez de (x + 3)^ + 2)(x - 1) ^ 0). 
iCuil es este conjunto? Entonces hacemos la gr^fica de este con- 
Ixmto sobre la recta num^rica. 

■ , 1 • 9-^ 1 1 #— »— ' « ■ 

-4 -3 -2 H 0 12 3 

■ . - - « ■ #. 

^QaS podemos detir acerca de cada uno de los factores (x + 3) , 

(x + 2), (x - i) para 'cualquler x menor que -3? Ensaya con 
X » -4.. Encontramos que los tres factores son ntfcaeros negatives, 
y pof consiguiente, su product© es negativo. Indicamos esto en 

la recta numfirica. como slgue: 



-4 -3 -2 -I »0 



4Qu5 sucede con estos factores cuando x estfi entre -3 y -2? 

Ensaya con x = - 1 . Ahora el factor (x + 3) es pdsitivo, ' 

• 2 » 

mlentras que los otros dos permanecen negatives. No s podemos 

imaginary (x + 3) como "cambiandd' de negativo a positive cuando 

X cruza -3. El product o es ahora positive para x entre -3 

y -2. Indicamos esto con la marca sobre el intervalo. 



-4.: 1 1 » r-4- 



1 » * -• i ' 

-4-3-2-1 0 I 2 3 
Probablemente te das cuenta de lo que va # suceder cuando x^ 
cruce -2 y finalmente 1. Cuando x cruza -2; el factor 
(x + 2) • cambia de negativo a positivo, de modo que para cualqCiier 
X entre -2 y 1 hay dos factores positS^^os y uno negativo /o 
sea, que el producto ahora es negativo. Finalmente, cuando x 
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cruza 1, el factor (x - 1) cambia de negativo a positive, de 
. manera que para x mayor que 1, i;odos los fac tores son positives . 



—I I » ^ » . *l —I • r-4 H ■ * ' 

• —4 -3 -2 -I 0 12 3- , ' 

* 

Bfopleando este (|lagra:na final, podemos leer los conjuntos dS"^ i 
validez de clertas inecuaciqaes relacionadas con el pollnooilo . 
Por ejemplo, la gr^fica del conjunto de validez del eaunciado 

(x ^ 3)(x + 2)(x - 1) < 0 
aparece a continuacidn* Es el conjunto de todos los nifmeros 

I I ' i Q — O i l 0 • 1 — — 

-4l[ -3-2 -10 1 2 3 ^ 

para los cuales el producto de los ^ac tores es negativo; a saber, 
el conjunto de todos los 3< tales que % 

x^-3 <5 -2<x<l^ 
^CuSl es,el conjunto de validez del enunciado (x + 3)(x + 2){x 1)>0 
Dibuja. su grfifica. iY del enunciado <x + 3)(x + 2)(x - 1) > 0? ^ 

Para determinar el' conjunto de validez de * 
/ \ ^ - 3 ^ 2x , 

primero pasamos a la inecuaci^Sn equiv^X^te con 0 en el la4o 

derechp^ 

5 x^ - 2x - 3^0. ' 
Luego factorizamos el miembro de la izquierda ei^ facCores polintfaicos 

de primer gcado ; ^ 
* ■ . . (X + l)(x - 3) < 0. 
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• . Procedleiido como antes, obtendremos el diagrama: 



2 



Asf quev el conjunto de validea d| la inecuaci^n x - 3 £2x.^ 
^ tien^ la^lfica slguiente (puesto que el producto de los factores 
. (x + l)(x - 3) ttene que ser negative o cero): - 



■+■ 1 h 



~4 -3-2 rl 



J 



Este es el conjunto de todos IpS" X tales que -1 6 x ^ 3 . 

Conjunto de problemas 13" 6a ' * 

■ . * . • . '\ • 

l'. Utillzando la <iiscusi^n anterior como modelo, dibuja las 

gr5ficasV describe l©s conjuntos de validez de las inecua- 
clones siguientes: * ' 

(a) , (x - l)(x + 2) > 0 

(b) , < 1 r 

(c) + 5t ^ 6 

(d) + 2^ 3x 

j[e) (s + 5)(s + i*)(s 4^)(s)(s - 3) < 0 
2 - x*" < X 
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£• -^Cu£l es el 9onj\|nLto de valldea del enunclado 

(3f + 2)<x^- »1)>0 y x^3? 

*3 . ^HabrS una sola inecuaci^n polin^ica equival^^te al enun- 
* clado del problma 2? 



Hay xxa punto peligroso que debemos sefl^ar« 

Sup6h que un factor est€ repetido* en un polinaaio una o m5s 
veces,*como en (x + 2) (x - 1)* Cuando x cruEa -2^ hay dofi 

factores del polinomio que camblan de negatlvos a posltivos« El 
niSx^&ao de factores negativ6s baj^de 3 a 1, y el producto 
permanege ne&atlvo al cruaar ^x por ^2« £1 dlagrama es entonces 




-4 -3 ~2 -I 



^Cu^l es el conjt|mto d.e valldez de 

. 1) >0? ^ 

(esto es, ipara qu^ valores de x es positive el producto de los 

factores?) Observa que el con junto de valldez de 

- ^(x + 2)^<x 1) -^r 0 

es,^ el conjunto de todos los x tales que x^ 1 6^ x « •*2. 

3 

l^i pcurre si un factor entra tres veces, como en x(x - 1) ? 

;^CuSl es el conjunto de validez de 

x(x - 1)^^< 0? 4 

iY de . _ ^ 

x(x^a) >^0? ^ ^ ^4 

Algunas veces tenemos un factor cuadr5tico, tal como x +2, 

que no puede ser factorizado y que es sietapre .positivo para |:odos 

los valores de x\ ^Tienen tales factores alguna inf luencia en el 
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de c«nil>i«r.el producto-de po^itivo a negativo"?. iOxS.1 es el 



mojio ^ 
co^jhmtp validez de 



de 



(x^ + 2)<x - 3) ^ 0? 
+ 2)(x - 3) ^ 0? 



Conjimto de problemas 13-6b 
i^esuelve y dibuja las grifleas: ' 





35:^ + 1 > 2x ' J 


7. 




+ 1 < 0 


8. 


3. 




9. 




Us - > 


10. 




(x - l)^(x - 2)^ > 0 




6. 


(y^ - Ty + 6) s 0 





(x ,+ 2) (x^ + 3x J 2) < 0 

3y + 12 < y^ - 

x^ + 5x > 2k 

|xl(x - 2)U + lt) < 0 



Problemas de repaso 

Paira cada par de emmciados en los problemas 1 
los dos e«|^ttciados son eqiiivalentes : 

1. x(3fc^ + 1) - 3(x^ + 1) = 0 , X - 3 o 0 



6 / deteralna si ^ 



2 . / 

2. (X - 3) ' - 2 , 
X - 1 



X - 3 



3. 



(x - 3)(x^ + U) = 2(x2> 4), k : 3 = 2 



los problemas 7 - 20, detextolna el C04 junto de validez de 

■ ' * " ■ " ' " ■ ' ■ ■ i ^ ' ■• 

cada una de las ecuaciones : -. 



7* X,- 3 ' X 3 ^ 
8. 



+ t:: JT = 0 



X '•• . 3 X — 3 
9* (x + l)(x - 3) «>'7(x -% 

10. (x + i)(x^ - 2) = -(x + 1> 

11. x(x - l)(x - 2) = 0 



12, 



X - 8 X - 2 



13. i . 3 ^. 1 ^ Q 



1^. Vx + 2 + 2 = 0 

15. -/x + 2 - 2 » 0 

16. |x + l| « 3 

17. |x| + X = 1 
.18. 1x1 +'1 = X 

X + 1 

20. ^ a 1 

x*^ + 1 



4 
I 
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21. Resuelve cada uno de los sigulentes enunciados y construye 



su gr^flc'a: 



I \ X 4- g 

(a) 'I 2 



(c) 4 > 0 

(d) |x| > 2 



•IS 



22. - Resuelve la itiecuaci6n 

y Vl + 2x < X - 1 

y cbnsti^ye su'grSflca. 
I 23. Const*uy^ la grfiflca del conjunto de validez de cada 
delos siguientes enunclados: 

(a) (x - 3) (x - i)(x + 1) > 0 

(b) (x - 3)Xx - l)(x + 1)>0 2 



X ^ 0 

I- 

(c) (X - 3)(x - l)(x +^1)>0 « X 2 0 



I 
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Capftulo 14 

<;RAFICAS DE ENUNCIADOS'aBIERTOS con DOS VARIABLES 
14-1, El piano num^rlco real " 

La recta tium^rioa real iios ha ayudadoU tcwoar decisiones acj^ica 
de^ ^relaciones entre nt!^eros reales* (Da ejeoiplos de algunos c^os 
en los cuales la l^eaiOs iitillzado.) QuiEiSs un piano numSrico real* 
sea a^n m5s tJtil. 

Hemos asociado n^eros con pantos de una recta « ^C^oio podr 
, mos asoclar nAneros con puntos de un piano? ^ Considera cualquier 
punto F de an piano « S£ este punto est^ sltuado en la recta : 
num^ica y a la distancia x unidades del punto cero, entonces ; 
hay un ntfinero x asociado con Si P no estH en la recta ^ 

num^rica^ como en la figura 1^ entonces hay un "niimero; en este 



1 



J i- 



30 p 
2 - 
I - 



-5 -4 -3 -2 1 



2 3 45 



8 



10 



. Plgura 1 



caso 7 ^ ^ asociado con P en el sentido de que es el 
ntSmero en la recta num&rica dlrectamente debajo de P (estarfa 
dlrectamente por ^encima de P si P estuviera por debajo de 



ERIC • 



176 



14-1. 



-416- 



la *ecta numlrica) . • Este ndmero no basta por sf solo para loca- 
lizar a " P, ya'que, 7 estS en la recta num^rica y P est^ 4 
3 unldades por encima'de esta recta. Quizes necesiteaioB dos 
. ritSmeros para nombrar el punto; 7 serS el primero de ellos, 
por^e estS eri la recta tiuw^rica 'ijue ya coaocemos. Dasde 7 
podrfaaios trazar ana segunda xecta numgrica hasta P, una recta 
vertical con su punto cero localizado en la primer a recta. En 
esta recta vertical encontramos el panto P en el ndmero 3,- 
que consideramos coojg.el segundo n&aero asoc^ado con P. Asf, . 
al puiTtp^ P le he^^^sociado el par de nt&aeros (7, 3). " Escrl- 
bimos ^stos en la forma indicada, poniendo primero el niimero loca- 
lizado en la recta horij?ontal, y despugs el que estS localizado 
en la recta vertical; luego se encierran sraibos entre par&atesis. 
Hemos asignadp entonces a P an primer ntlmero, 7, y un segundo 
niSmero, 3, los que consideramos como un par ordenado de n<!meros, 
(7, 3) p^rtenecientes a P y Uamados las coordenadag de P. 
El primer n&nero se llama la abscisa de P- y el segando la ^rde- 

nada de P. ^ 



<'B(-3, 3.5) 



.7 -6 -5 



H 




■I 0 



oE 



2* 3 



4 5 



6 7 



P(7,3) 



.F 



J -i- 



8 



^>-Qt7, -3.) 
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En la flgura 2, verifica que los pares ordenados de ntSmeros 
Bscrltos para los puntos ' P, A, B, L y Q son correct©^, |^Qu5 
vfmstTO aparece primero en cada caso.?, icuil apa^:e s6gundo? El 
orden es esencial; por consigulente, consideramos solamente pares 
ordenados. Observa que el par ordenado (1, 4) no es idSntico 
al par ordenado (4, 1). iC6mo difiere el par ordenado de Q 
del de M iPor qu5 es negative el segundo n&aero de Q? 

En la fig)«r?tr^, ,^qu5 pares ordenados de nAaeros est&a aso- 
ciados con los puntos E, C, K, y D? ^QuS par ordenado estfi 
asociado con el punto H de la ^^^^^ numSrica? Este punto se - 
llama el origen y est^ asociado con (0, 0). Podemos considerar 
que el segundo nAaero del par ordenado indica la distancia ppr* 

enclma- o por debajo de la recta numSrica. iQu5 patfes ordenados 

' * • ■ . ■ ■ ■ ■ ■ - * ' 

estfin asociados con los puntos F . :^ G? Prpptfn una> afirmact^n 

^^eral acerca del se^ndo nAaero del par ordenado asociado con 
un pxmto cualquiera localizado en la recta num^ricA horizontajb* 
" \» Si tienemos varios puntos de un pl,ano,' y una sola recta 
Btum^rica horizontal, ihabr5 algiln modoj^e disponer nuestra figura 
de manera que podamos determinar los^ares ordenados &e ia^eros 
asociados con los puntos sin tener/que dibujar.un segmento (de 
recta) vertical desde cada punto ttasta la recta niimSrica hori- ' 
zontal? Para este propfi^to utiltzaremos g^el cuadriculado y" 
dibujaremos s61o una segunda recta nxamSrica, 'pasando por el origen 
y perpendicular a la primera recta numSrica. ISi marcamos las 
unidades de medida en estas dos rectas, cada una de las cuales 
se llama un e.je de coordenadas, la red del'papel cuadriculado 
nos permitirS elegir r5pidamerite los ntSmeros apropiados de un 
par* ordenado. 

En la figura 2, Msserva que S y T tio tienen las mi^mas 



coordenadas: la »rimera coordenada de S es 1, mientras que la 
de T es 4. Las coordenadas de S son el par ordenado d« 



'o 



MS-- 



» V 



n^eros .(X> 4) , lOientras que las T son et pspc ordenado 
, (4j .1) . <iada par aparecea los' mi'smos. ii](S<ie?:os, pero^otdo ,^1 

^^(^liden As ^iferente, los' pares ordenadosXsfan dif ©rentes . , 
^ ^ ' ^Crees qUe es siempre ciertfo que tlos^puntos dif ^rentes ' de 



4un piano no pueden peaex ias inlsi^s coQ^denadas? 




- , Cgn:limto^ de ^problemas " ^14- la . ' , 

EsX:rlbe los paraB ordet^ados de ntStneros aso^iados con los 
puntps A a M qyte aparecen en la ^^iguiente figura: r 
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./Figura para el problema 1 

2^ Las cuatro partek en **las cudles las rectas num&icas divlden 

\el 'planp se llaman cuadratites.^ . Estos cuadrantes se numeran' 
^4 ^ * 

' en sentido cqntrario al movdmiento de las agujas del reloj , ^ 

^-"cpmo en la £j?gura del problem^ ly e^pe^ando con el cuadrante 

\ ^ - en^la eaqaina superior derecha .dond# am^as coordenadas son 

pjDs|||^v^s,. ,£fin 'qu6 cuadraxvtes ^esta^iSn'lpc^izados lOiS puntps 

. bue^tlenen 'sus dos "coordenadUs iguales? , 



* ERIC 




1^ 



-419- . :'l4-l 



0 



3. Locallza, cuatro puntos cuyos pa^es- Qrdenados tienen ordenada"- 
Igual a -3. Considera todos esos puntos; ^quS figura* .» - 

forroan? . ' 

. ' " * ' * ■' 

4. *;^Ddnde estSn situados todo& los puntos cuyos pares ordenados 

tienen abscisa Describe este conjunto de puntos » * » : 

Fijeinos nuestra atencidn ahora en^ ^os ni^eros mis bien que n 
aa los^puntos. Elige caalquier ntSmero real como el primer n&nerb 
de un par y luego elige cualquier n^biero real como el segundo* 
^Podremos asociar con cada par ord^nad* asf elegido, un puntp del. 
piano? Dddo el par ordenado (-3, ipodrts ^cbntrar un pmito 

del piano que tenga estas coordenadas? Expllca c6mo localizas 

el puato. iCorresponde todo pat ordenado a un pijn to por lo menos? 

iA un punto solamente? 

* iEstS claro- que para cada puntQ del pl^j^ bay S^lo un par 

ordenado de ntjlmeros* reales y que para cadii par ordenado hay stflo 

' - . ^ . ' ' . \ . ^ ^ ^ * 

un punto? ' . . > ' 

^ . , Conjunto de jp^roblemag 14^ lb 

1, Utllizanda los ejes de coordenaHad que desees, localiza los 
"puntos asociados. con los si^ientes pares ordenados de n&Qer9s 

■3. 



A(l, -3) ' . ^. 0(5, |) " 

|(-6., 4) , ' H(|, 5) . 

c(o,;|r ' \^ ' \. li-K -6) 

E(-M, 0) / " K(0, - |) 

P(0, 0) - - * . L(- 4^ 0) 



V' 
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2« 'En la flgura que dibujaste paxii ej. problaaa 1, iser&i 

Id^Atlcos Ip 8 punt OS G y H? iPor qu^? ^Ser^n id&iticos 

^ . - los puntos I y J?^ K y L? * 

■ ■ . • " ' . ■■ • ' - ■ - .■:'>" ' 

3^- ,Con referenda a un sls^ema de ejes coordei;^ados, marca los 

• ■:' . .' . '■ 1 - ■ ' • ■ * 

. • puhtos con coordenadas: (!^, 3), (2,.!)^ (2, — ) (2, O^^ 

(2,-5.5)',. (2v - •-}. jiQuS podrfas decir acerca de todos 
estos pares ordenados de niSoaeros'? Describe el conjuntt) de 
tbd|os los puntos cuyos pares 6'i:den>»dos tienen abscisa igu^'l 

a^;'2. , • ' , \ , , . • ' 

4* Si iQcalizaras varies puntos cuyos pares oi:deiiados tlsjigan ^ « 

ordenada tgual a 5^ ^ ^diSnde estarxan todos esos puntos? 
5. 'Con referenda a un sistema de e^es coord^nados, localiza ; 
echo puntos que tengan* s\i primera coordenada Igual a la segunda 
.51 pudler as localizar 'todos los puntos con esa propiedad, 
flgura fdmarf aft? % , ' * , 

*6. Consider emos el^liovitniditd siguiente de todos los puntos de 

- ■ ' - " • . ■ |- • . • • , 

un planor Mtovemos c*ia punto con coordenadas (c, d) hasta i 



el punto con coordenadas (-c> d^,. Describe esto enifermlnos 
de tomar opuestos. Otra manera de ver esto es considerar 
que se. hacven gi;:ar los puntos 
* del piano media vuelta aire- 
dedor del eje y, como indica' 
^ la fig^ira para el problema. 



(-1,2) 



J L 



tU2) 



J u 



- *(U-2) ^ 



X)ontesta las siguientes pre- 
guntas y localiza los'ft>untos 
a que se refieren las /partes 

Figura para el problema o 
(a) lA qu^'puntb^ Ian los puntos c oft las siguientes coordenada 
(2,-l)\ (2, U),- <-l 2), (-1, -1)^ <3, 0), 

{-s; 0); (0, 2>X (0, -2) V . * . 
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ih) • iQaiS puntos vaa a? i^os putitoiB indiGados" en (aX? 
^ (c) iA d^nde va el punto (c, -d)? 

» (d) iA dtfnde va el punt"o (-C, d)? ; » : 

(f) iQiifi pvmto va a (<?, d)^ ^ \ 

(f) ' ^Qag puntos no canblan de posici&i? 

*7 . Suponte que mcrvemoj un punto ccm COprdenadas (c, d) hasta 
el punto (c + 2, d)." Esto puede considerarse camo un 

» . movljttiento de todos Ips Jpiintos del planb 2 unldades hacia» 
la derecha. V Contesta las slgulentes preguntas y loca^lza 
todos los pmitos mencion^dos en las partes (a) y (b); 

^ (a) iA qd^ puntos van los puntos con las slguientes coorde- 

> nadast ' , * . 

, . (-1. P» (-2, 2), , (O; :3),. (3, 0) 

iQjjS puntos van a los puntos ilfei^cados en (a)? 

(c) ^A qu^»pxmto va (c - d)? " • 

iftinto va a (*c,- d>" ' 
' (e) /Qa$ puntos no camblan*de posici6n?' > 



^-2/ GtrSflcas de enunclados^ abiertos €on dos variables , . 

^Sii' as|.gnamo8 los valores 0 y -2 a 

etpanPiado abierto * . . . , ; ' 

\ 3y-^2x + 6-0, ' . . . ; . ^ 

obtendremos'vraitonces nn enunciadp clerto? lA cufil de las varia 
^les le asigpaste 0? ^A cull -2? ^Habri dos maneras dife- 

' rentes de ^ignar estos valorere? . » * 

P^j^a evitar este tipo de confusi&a, vamos a convenir en que 

siempre que se escriba un e^unciado abierto con <tos variabl^M^ 
:se indique cuSl de las varia^bles se ha de considerar* primerfeV 
Cuando las variables ' son x, como en el ejemplo anterior, 
\ siempre se considerarl primero la x. 



Rir . 
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Con est e acuerdo, es tamos prepar ados para examinar la 
relacilJaa que hay entre un enunciado abierto con dos variables 
.ordenadas y un par ordenado de^nSSieros reales. En el conjunto 

de los pares ordenados de n<&aeros reales, cada par tie^f un 
.• primer niSmero que asOciamos con la primera variable y un segundo 
nt&nero que asociamo^s con la segiinda. De este modo, un enunciado 
abler to con dos variables ordenadas se comporta como una criba: 
separa el conjunto de todos los pares ordenados de nt&ieros reales 
en dos subcon juntos: 

(1) el conjunto de los pares ordenados quia hacen ciertb el 
enunciado ' 

y (2) el conjunto de los pares ordenados que hacen falso el 
enunciado. 

^ Como antes, llamaremos el primer conjunto el conjunto de valldez 
del enunciado « 

Ahora podemos contestar la pregunta del primer p5rrafo, si 
I e.fepecificamos el par ordenado <0, -2). iPertenece, este par 
ordenado al conjunto de los pares ordenados ^que hacen cierto el 
enundiacio - 

' ' * 3y - 2x + 6 » 0 ? 
,iPertenece el par ordenado (-2, 0) al fconjunto de validez? ' 

Ufi par ordenado perteneciente al conjunto de validez de un • 
enunciado con dos variables se llama una soIuqI&i del enunc;iado 

y se. dice que el par ordenado satisface 'al enuncikdo. Si 
, tomamos a r como la priiuera vai^iabl^, ^cu5ies son algunas solu- 
i' clones de • ' « » * A 

- . , « r + 1? 

• ^Satisj^ac^e a este enunciado el par' ordenado (-2, -3)? ^Es 
,<-3, -2). una,soluci<5n? ^ • . " * 

* » » • ' * • 

, ^ . * ' «• • 

* » • «* 
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Si tomamos a u bomo la primera variable', ^cuiles son 
^Igunos de los pares ordena.dos del con junto de validez de 

jEs (-1, 2J una solucifin de este enunciado? ^Satisf ace- la este , 
enunciado ei par ordenado (2,-1)? 

En todo '<^ste capftulo s5lo utilizaremos eomo variables a 
' X ^ y» P2^^^ asf^oder concentrar nueetra atenciSn en las pro- 
piedades de los enunciado s coa dos variables en un cierto orden. 
Pero con^ frecuencia en el futuro ver^s que se emplean otras 
variables, y" en tonces tendr^s que -Aecidir sf eihpre etail se tcma . 

primero. » ' ' 

* Hay otro** detalle importante .que'de^mOs se-f^lar. El enun- 
ciado "y «• 4" /puede confiderarse como un enu»«iado en una 
variable, y,^ o como xln enunci^ado en dok. variables or den^as 
X, 'y. . Decir que "y » 4".%s un . enunoiadfb con dos variables 
s^gnifica que *V « 4" es una forma abreviada de 

. ' ^ (o)pc + (i)y - 4. ^ . ' ^ 

icailik son algunas de ias^solucioii,es;de est© enunciado? iQuiS . 
podrfas decir de todo'p^r/ordenado que satlsfaga a este enupciado? 
""Si "x * -2" eh un enunciado con dos yairlables, entonces j 
«t es tma forma abreviada de - 

tl)x + (0)y » -Is • . . / * ' 

iQu$ podrfas»decir acerca de todo par -ordenalio' ^ue satisfaga a 

• , • ' . " ■ ' % 

effte enmici^do?^ , * . ^ ' , - V » 

• ^ ConfunCQ . de problemas 14r^a 
1. Describe el conjunto de validez de cada uno de los' s<iguiente« 
enunciados abler tos en dos variables or.denadas x, yr » 

(a) y - > - . ; "^^^^^ 3^-r3x V. I ' 

(b) *x « 0 ' ' ' " (d) 5^"- 3 * ; ; 



2. Halla cuatkro ^luciones de cada vcao de lo^ slgulentes 
eQUXLcifdos abiertos: ' , 

(a) y " 3x - 2 , (c) y « x'' +1 

(b) y « 2 + V- Cd) y - |£r : . X . 

3* iPara cada uno def ies eimnclados del probleoda 2^ halla dbs 
pares ordenados tjue no satisfagan a dicbb ^tnvuaciado, « 

4\ * Para d&da'^uno de los enunclados del problema -2, localiza . 
con referenda a \m sistem^ de ej'es coordenados los puntps * 
<»iyas coordenadas son las ^^oluciones que hallaste. Utlliza ' 
un slstema de ejes coordenados distlnto para cada parte. 

^ " ^ ■ » » 

Recuerda que todp punto del piano tletie asocjLado con H xxn 
par de n^erds llamados sus coordenadas . Vemos £^ora que^un 
enuticlado abierto con dos variables ordenadas ' no s(5lo separa el 
con junto de pares ordenados de^ntfaieros en .dos ^ubcon juntos, sino 
que tambi^n ^sepafa los punto s del piano en dos subconjuntos : 
* (1) El qonjunto de todos los puntos cuyas coordenadas 
satlsfacen al enunciado, y ; * 

X2) "todos Ids demas puntos • ^ 
Como antes .llamamos al primer con junto de puntos la Rrjtfica del • 
enunciado. t * ' 

Nos interesar^ aprender quiS figure en el piano seirl la grltflca 
de cualquier enuncia'd'o dado. Como un ejemplo, ensayemos con el 
Vunciado ' : - r — * . 

2x - 3y"- 6 - 0. \* * ' 

Podemos ver con facilidad vacias .soluciones^ talent como 

0) y (0^*- 2)* Trata fie obtener alg^nas otras soludlones. 
Observa que serfa m5s f^cil ^d^teAiinar s9luciones escijlbiendo una 
ecuacltfn equivalente en la que la jj^ figure sola en el mieaabro 
iztqulerdo:. - ^ ^ • ^ . v- 



! 2x - 



3y - 6 « 
-3y « 

. y. = 



14-2^ 



0., : 

-2x + 6 , 

2x - 6 ,v 

1^ 



A este Ultimo entmciado le llamamos la foma en ^ del enunciado.- 

original* i^ora vemos que podemos traducir "y - -^x - 2" en uni. 

' • ■ ' • 

enunciado Ungufstico ei^ tSrmiiio^ de las a|scisas y las ordenada^ 

L%s 2 menos que" <ile 



de los pimtos de su grif^ca:. "La ordenadales 2 menos que" ;^ 

la abscisa". ' ' ■ 

Coitto tomaremos 4 de la abscisa, eg mSs fScil calcular orde^ 
nadas correspondientes a absclsas que seam mtfltlplosde 3, SI . 
la abscisa-.es 3, la.Srdcaiada deber| ser 6, pata .que asf tengamos 
una solucitfn,. iPor <^i5^ SI la abscisa es -6, ^iduCL ser« la , 
* ordenada? Prosiguiendo, podemos*^hac% u^a.t^bla de pares ordenados 
que satlsfagan al enunclado: * . y . " ^ ~ 





X 


-9 


-6 


•-3 J 


P 




5 






y 




-6 




, 1,2 ■ 


0 




, 9 



Llen.a los cuadros vacfos. 



" En la ftgura 3, los *puntOB (-6 , .-6) , (3, .0) y (9, 4) 
parecen ^star en una recj:a.' iParecen t^bi&n estar'en esta 
recta ,lt)s denies puntjos cuy^s poorclenadfts^encontraste en la tabla 
de soluclones? Dfe'aquf $urge una pregunta: Si dibujamos una, 
recta pasandp por estos puntos, ijencontraremos en ellgi todos v\ 
los punto's "cuj/a.ofdenada sea Igdal a 2 menos que 1 de su N 

. absplsa",^ Adem^^ debemos pfeguntar: i Es todo punto de esta 
, 'recta un punto con "ordenada igual a 2 menos 'qu^ <# de la 



^ 4 



absclsa" ? 

* - Suponte qufe tomamos un punto que |J^rezca estar en la tecta, 
i, tal 'fcpmo^^l punto A en* la flgiara 3. J.as coordenadas de ese 



punto sOn (it,-!)*. ^Satisfacen estasJ^coordenadas a la ecuacitfn 

' lli^sulta fen '^ecW, que las coordenadas de todo punto de esta 
irecta satisfacen a la ecuaci^n 2x -'3y - 6 « 0./ ^ 
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Cuando decimos que una recta especffica es la grlfica de 
,uii enunciado abler to particular, ^eremosdecir que las dos 
pi^guntas anterior es se contestan aflrmativamente: 



< - 



* ' (1) dos n&aeros en un cierto orden satisfacen a un 

eramlciado, entonces son las Tioordenadas de un punto •> 
de recta; 

(2j ^si un punjto'est5 en la recta, sus . coordenadas satisfacen 
^1 enunciado abler to ^ ' V 

Asf, jpues, la recta que muestra la figure 3 es la gr^fica del 

enunclWo » ^ 

. ' 2x ->3y - 6 - 0. 

Podemos hacer lo mismo con enunciados abiert^s, tale$ como 
; 3y + 5x - 11 « CH 2x + 5 » 0,' -8y f 1 " 0, etc., y en cada caso 
yllegar a la conclusion de que la grifica es una recta. 

Esto sugiere que el siguien|ie enunciado general es cierto: 
Si un enunciado abierto es de la fprma 

Ax + By + G = 0, 
donde A, B, C son ntSmeros reales, y por 
lo metios .uno de los dos, A 6 B, es dis- 
tinto de 0, entonces su grSftca es una 
recta ; toda recta del piano es la grSfica 
de un enunciado abierto de esta forma. 
Sabemos que todo enunciado abierto tiene una grifica ^j^oapa- 
chamos que toda grifica estS asociada con un enunciado abierto. 
Desde luego, algunos enunciados abiertos pueden ^ener grificas 
que no contengan punto alguno (grificas vacfas) y^ otros pueden 
-tener grSficas que cubran regiones del piano. Mis adelante 
estudiaraoaos tales enunciados. » 



lie 
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Conlunto de problemas 14- 2b 

^1. ^D^nde est&i localizados todos los puntos del plAno ccm 

* / • ' • • . ' ■ . . ^ ^ " ■ 

ordenada -3? 

2^ Con referenda a s^Btema de ejes coordenados^ locaXlza el 
conjunto^ de^ puntos cuyas coordenadas satlsfac^ a cada ima 
de las sigui^tes ecua^iones; es^ decir, los pimtos cuyos 
• pares de coqr«denadas pertenfecen a los conjuntos de validez 
d^ las ecuaclones: * 

. (a) y - 5 . . ■ "(c) X « 0 

(b) y « 0 (d) X = -2 ^ ^ ' 

iCu5l \s una ecuaci<5n cuya grtoca es el eje horizontal? 
%Cu5l es una ecuacffin cuya gr^fica es el eje vertical? 
3« Con referenda a un sistema de ejes coordenados, halla los 
puntos para los cuales 

(a) la abscisa de cada uno es igual al opuesto de la 
ordelkada^ Utiliza todos' los pares de nllaieros reales^ 
poslbles que tengan sentido dentro del alcance de 

tu gr^fica, *Con referenda a los mismos ejes, localiza 

(b) los puntos para los cuales la ordenada es igual al 

doble de la abscisa; 

(c) los puntos para los cuales la ordenada es el opuesto 
del doble de la abscisa* . 

^Qufi enunciados generales concernientes a estas gr^ficas 
puedes j^roponer? Escribe enunciados abiertos para cada una 
de las ^^ficas construidas, ' 
4* Con referenda a un sistema de ejes coord^ados, construye 
la grSfica de ^ada una de las siguie^tes ecuacidnes: 

(a) y 3x (d) y « *-3x 

* • 

(b) y = 6x: (e) y = -6x 

(c) y = '(f) y = - |x 
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iQu€ caracterlstica ttenea todas en cjomtfn?/ ^C«mo difieren 
las grSf icas de« (a) y W " (d)? • i|lenen las grificas de 
(b) y Ce) ei mismo/carSctef?; iy^las grfificas de (c) 

5. Can .referencia,a un sist^ de ejes coordenados, construye 
e identif lea la grifica de cada uoia de las feiguientes - 

ecuacioiies: * ^ ; / * , 

(1)) y«x-3 : (e) y«|x + 2 

\ (c) y-2it + 5 * C^") - y-r% -'^ 

• V-^c(Wo difiereii laW gr^^^^ (a) i'y de (b)?; p las 

grificas d^e \c> y de (d)?; jy las de (e) y (f)?. iQuS 
podrias decir licer^rde^ ^ f 

tafirbi^fi de, las grtocas d^ (c) ;y (d) , gae no s^a cierto 
para las grSficas de (ej, y d'e « (f)? ^ / 
^ Con referenda a un sistema de ejes coofdenados, localiza los 
pantos cuyas absclsas son/ • 

-2, -1,'0, 1, 2,. 3 I / 

respectivamente, y.para caka nno de los cuales la ordenada es 
Igual a 3 veces la aBscisa. afst^n estos punto^S' en una recta? 

LocaU?sa ahoralos Vui^^os que tienen estas mi^as absclsas, 
pero para cada uno de los cuales la ordenada es ^^^or cpie 3 
veces la abscisa. iEst.^n una recta estos nuevos putitos? 
- iEst^ oada uno de eliLoI^eiic^' del punto correspqndlente del 

primer conjxmto? 
" ^03- puntos en ^1 primer conjunto'^satisfacen al enunciado 

. , ■ y » 3x 

.mientras que los del segundo conjunto satisfacen al enunciado 

^ .y > 3x, ' . 
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El .enunciado - .3x»» es la ecuacitfn de una recta, ^la gr5- 
fica de "y > 3x" fs el con junto de. todos. los puiitos per enclma 
de esta recta, coife njjiestra la porci^n sombreada de la figura 5. 
Ast, la grlfic^e'ulj entfnciado tal coino "y>3x" es el con- » 
junto de todoji los puntos del piano que hacen cierto el enun- 
ciado. Si el* sfinbol6^ es el de la relacitfn "mayor que o'igual a" 
es decir marcamjs una recta marginal s<51ida, como en la 

figura* 4; el sAabolo d^ "mayor que" se indica marcando una recta 
quebrada entre el 5rea %ombreada y la que no lo estS, como en 
la figiira 5. En estas dos figuras la recta es la grSfica del 
enunciado y - .3x. Esta recta sejjllira el piano en dos semiplanos . 
La grtoca de yU. 3x es el §emiplano en el cual toda ordenada 
es menor j^ie.tres veces la abscisa; es el conjunto de puntos N 
£or debajo de la recta y « 3xv La grlflca de y^ 3x es el ^ 
semiplano inferior incluyendo |a recta y » 3x, ^ * 




Plgura hi ' y ^ 5x 



Conlunto de problemas lA«2c 

Con referencia a un sistema de ejes .coordenados , indica el 
conjunto. de puntos asoclados con los par^ orUenados /de 
ntSmeros p%xa los euales la ordenada e* igual a dos unidades 
m5s 'que la abscisa. entmciado abler to puede escriblrse 

.para este conjunto? .Cons tr aye ahora la grSf ica de los 
slgulenHes enunciadoSs abler to s: 

(a)y/>x+'2; ' , (b) y > x 4v/2 . 

jSerfi posible construlr las dos grfificas con referenda al 
mismo sistema de ejes coordenados? 

Dado y. - Ixl . En este enunciado, ^ppdr^ y s^r negativa? 
Escribe las soluciones para las cuales las abscisas son; 
-3, -1, 0, ly, 2, 4. . Dentrp de los mSr genes de tu papel 
cuadricula&o constfuye la grSfica del enunciado ablerto 

y - ix| . . . , , 

los problemas , 3 y 4", ' ' » . ^ 

(i) EscribeSi^L^ enunciado en la forma en j^. ^ 

(ii) Para cada ecaacifin halla por lo menos tres pares 
ordenados de nAaeros que la satis^gan . ( iPor qai 
no necesitamos mSs d^ do? pHntos para representar , 

^ grSf teamen te la recta? Como comprobacl^n, conviqne 

\ obtener otro punto,) j • 

(iii) ^ Construye la grfifica prolongfindola tan to como sea 

posible, ' . ' 2. 

icon referenda a un sistema de' ejes cooydenados, ^construye 
la grSfica de cada uno de los siguientes enunciado s: 

(a) 2x - y - 0 '(d) x + 3y =0. :^ 

(b) 3x - y « 0 * " * (e) x - y = 0 ' 
.(c) X - 2y = P , , (f) x+y-O 

iQu€ podrfas decir acerca de las grSficas de todos estos 
enundadbs .abiertos?- , , 



Con referenfcfa a un sistema ejep coordenados» construye 
la grfifica de cada vaxo de Xos siguientas enunciados: 

(a) 3x - 2y « 0 \ (d)\ 3x - 2y = -6 " 

(b) 3x - 2y » ,6 (e) 3x* - 2y = -is * * . 
(o) 3x - 2y « 12 . ' 

iQu€ podri^as decir acerca de las gr5f icas d« todos estos' 

enwncd^ados 'abler tqs? / , 

Con referenda a sistemas diferentes'^ de ejes^ coorden^dos, 
construye la gr5fica de cada rnio de los siguientes enunciados 
ablertos: • ^ 

(a) 2x - 7y « 1^ ' (g) 2x - 7y < 1^ 

(b) 2x ^ Ty > 1^ ' (d) 23t - jfx 14 . 

Con referenda a un sistema de.ejes'.coordenados, construye - 
ia'^grfif ica- de cada uno de lo§ siguientes enunciados: 

(a) 5x - 2y = 10 \ / (c) 5x + y'-ao 

(b) 2x + 5y = 10 ; (d) 3x - ity « 6 • 

iQag punto parece estar en tres de estas rectas? iSatisfacen 
sus coordenad^s a. los enunciados abiertos asociados con 

•estas tres rectas? - * r ' 

Con referencia a un sistend de ejes coordenadps, donstruye 
la grfifica de cfada uno de los siguientes enunciados: 

(a) ' 2x-3y = 10, • *(c> 3x^-2y=5 " 

(b) -x + 2y»| (d) |x-|y = 12 

Construye las gr^ficas de los .siguientes enunciados abtertos; 
(Halla por lo menos diez pares ordenados que satisfagari a' 
cada ecuacifin.) ^ 



(a) y » X 

(b) y ^ -x^ 



(c^ y = + 1 

X 4) y 



X 



iSon rectfis ls^& gr^ficas de esttos enunciadps abiertos? 
iCSmo difieren estos enunciados aSiertos die los que conside- 
ramos en problemas anteriores en este capftulo? ^Podremos 
decir que ,1a ^5fica de todo enunciado abierto es una ifecta? 
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Flgura 6 

En la^figura 6 se construyeron dos s^'st^a^d^ ej^es 

coordenados, como se indica: " ' * ^ 
ejes* <a, b) • 

(a) Para* cada uno de los puntos P y f \i:l da las coor de- 



ar los eje^ ^f^fi) y 1<>? 



na4as con respecto a cada ^Isjtema de ejes, como se 
indica a cpntinuaciop para 'el yunto P: ^ ^ 



1 ^ — ' 1 

Punto 


(x, y) 

. ^ ^ 


.(a, b) 






(-8, -1) 


Q ' 







\ 



lOrr 



* ■ , , . 14-3 

...... • . > , , . ^ ^ ^ , . 

(by Halla las coordeAadas^ con respecto a los ejes * 
(a, b) de los^pjmtos cuyas coorden^das con Tespectp , 
a Xos ejes (x,^) son:> (5, r^Xj (-3. "4)5 (-^, 0); 
«. 5). ' - t . • 



14-3 • Pendientes e interseccion^s con los ejes coordenados 

Con referenda a un sistema de 4jefe coordenados, construye 
las grSflcas descritas a continuaci&i en las partes (a) a (k)i 
(a) Los pares ordenados de ntbieros pj^a los cubales, la 
ordenada es igual a la absclsa« ^ * ^ 
Completa Ma sl^iente tabla de manera que todos los 
^ pares ctuaplan la ccmd^^^ propuesta: ^ 



V 


X 


.-6 




-4 




3 




6 




y 


_6 


-3 




0 




5.1 ' • 


6 



(b) 



iUiora une mediante rectas los puntos sucesivos, ^Qu^ 
parece ser *cierto ^cerca* de todas^^tas rectas? 
^Cultles de los puntos dados en la tabla no e^t&i en la 
recta q^e pasa por los puntos (-6, -6) (6, 6)? 

lEstS, el pun to (8, 8) en esa recta? Prolonga la 

• ^ 

r^cta en ambas dlrecciones, todo lo po^lble* 

^Cu^l es el enunciado abierto que describe 
asta gr^flca para todos los puntos del piano? ^Qu^ 

relaci^n hay entre los &igulos formados por esta recta 

y los ejes vertical y horizontal? 

Lps pares ordenados de ni&ieros para los cuales el 

segundo es el opuesto del priiQero* Completa la 

slguiente tabla: ^ ^ , - 



X4-3" • * -^36- 





-6. 




-it. 3 




2.5 

1 




,6.1 


y 




5.1 




0 









jPodrffes determiDiar, sin tener que hacer .la tabla, 

algutios pares que cumplan la condici<5n? Si puedes 
hacer esto mentalmente, .no necesitarlts la tabla siempre. 
X • iPodrlls dibujar una recta pasando por todos esos.puntos? 
Prol<5ngala en ambas dir ecciones , todo lo posible. 

iCniX es el -enuncia:db^ abierto que- describe eSta 
recta? iC6mo> difiere del enunciado abierto de la recta 

en (a)? * . 

(c) Los pares ordenados para los cuales la grdenada es dos» 

veces la abscisa, TrAta de cqnstruir la' grifica sin 

9 " ' * ■ 

ecaplea^ una tabla de pares de ntlmeros. 

. Para dibujar esta grSfica y.c^da una de las que siguen, cons- 
truye^^una tfabla si es necesario.. En cada 'caso dibuja una recta * 
proloAgSndola toddlo posible, de modo que incluya los puntos 
que ctttttpl&n la condici^n, y, escribe un enunciado abierto' que 
descrlba la grfifica. 

. (d) Los pares ordenados para los cuales la ordenada es seis 

veces la abscisa. 
<e) hos pares ordenados para los cuiales la ordenada es tres 

veces I4 abscisa. ' . 

» t. » » 

(f) Lqs pare8 ordenados para los cuales la ordenada es igua 

* * ♦ * ' . 

a la abscisa inultiplicada por -6 . 

(g) Los pares ordenados ' para los cuales la. ordenada es igua 
a la abscisa multij^licada por -3. . 



(h) Los pares oj;denados para los cuales la ordenada es 
la mltad de la absclsa. 

(i) Los pares ordenados para los cuales la ordenada es el 
opuesto de la mi tad de la "abscisa . 

(j) Los pares ordenados para los cuales la ordenada es un 

^ sexto de la abscisa. ' 
(k) Los pares ordfenados para los cuales la ordenada es el 
opuesto de un quinto de laabscisa* 

Conjunto de problemas 14- 3a 

Refilrete a las once grSficas que acabas de construir y a sus 
correspondientes enunciados para contestar las siguientes pre^ntas 
(Ten en cuenta que cada uno de los enunciados que escribiste est^ 
en la foirma en y.) 

1, Haz una lista de los coeficientes de x en los enunciados 
abiertqs para los cuales las rectas est^ entre lasgrSficas 
de "y » x", "x » 0". iQu^ observes acerca de estos coefi- 

ci<aites? ^ . * ' . 

2. Haz una lista de los coeficientes de x en los enunciados 
^biertos para los cuales las rectas est|n entre las grificas 
de "y - 0", "y « x". iQui puedes de'cir acerca de estos 
coeficientes? 

3 . Haz una lista de los coeficientes de los enunciados 
abiertos para los cuales las rectas estjjn entre las grificas 
de "y » 0", "y ^ -x". iQu4 puedes decir acerca^ de estos 

coeficientes? * * 

4, Haz una lista de los coeficientes de x en los enuncl^os 

" . abiertos para los cuales las rectas est&i entre las gr^ficas 
de "V = -x" "x - 0" ♦ iQuS puedes decir acerca de estos 
coeficientes? . . . 



14-3 



7. 



iCufil crees qde serfa la^ posicitfn de la grSf ica de c^da uno 

de los siguientes enunciados abler tos: • y « .Olx, y f -lOOx, - 

/ . 6 ' 12* ^ 25. ' ^ . 24 *. / 
Haz una lista de datos acerca de uii conjunto de rectas qae con-* 
tienen el origen, exponiendb en ella la relaciSxi que hay entre 
la posiciSn de cada una >.de las rectas y el correspoadiente . 
coeficiente de x. (Nota- : un pun to est5 ea una recta y una 
redta con^'iene on p unto si la recta £asa por dlcho/ panto , ) 
aQuS podrfas decir acere:a de las gr5€icas de las ecuaclones 
'de l;a forma "y = kx", donde k * es un ntJtfiero real? 

iQaS sabes' acerca de ,1a grlficarde "y = kx** jcuando k 
es posi^tivo? iCu5ndo k es negativo? ^CuWo • k est5 entre 
0 2*1- iCulindo' k > 1? ^Cu^do ^Cu^ndjo |kl >1? 

iCuSndo Ikl <1? iCu^do k * es 0? 



En' los problemas anteriores hemos considerado enurciados 
aBiertos* cuyas gr^fieas son rectas que pasan por el oiigea^ y en el 
problema 7 vimos que la direcci^n de una recta tal determina 
a base del coeficiente de x. ; Con^sideremos ahora al»iAas reptas 



qae posiblemente no pasen^por el origen. Con referen 
sistema de ejes .coordenados^ construye-^la gr^fica de 
lo& siguientes enunciados abiertbs: 



:!ia al ^mismo 
cadia ano de 



(a) ' 1^ ^ ' . (b) '^y -^fx + 4' ^ (c^^ y;- ' 3 ' 

^Para cons tr air la primera de estas gr^fi<?as no dkbfrfa ser . 

necesario hacer una tabla de valores* Simplemente basta nota^ que 

o ** * 

la ordenada debe ser — de la absclsa. A fln^de ob|:ener pantos 

f^'Ciles de localizar, poctrfiimos elegir rmSltiplos de 3 'para los 

valores de x. Al construir la-gc^fica del segundo enunciado 

debeaaos d^rnos cuenta, de que par'a ello^lo hay qufe sumatl^e 4 'a 
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cfida urfa de las ordenadas de la ptimera grfifica. * iC6m6 podrfambs . 
'hallar las ordenadas de los puntos de la grifica slel tercer enun- 

ciadp? . ^ ' • , \ ' ' , 

" .iCuSles son las coordeaadasf de los pantos en que las* rectas 
(a) , (b), y (c) intersecan ei eje vertical? ^Ves \lguna rela- 
cifin entre esos puntos y las ecuaciones (a), (b) y (c)? Diremos 
<^ue. D, 4 X' son las ordenadas en eT origen de sas respectivas 
ecuaciones. Los puntos (X), 0) ,/ (•0,-4) y ,(0, -3) >pn las inter- 
secciones con el. eje. 2. de las respectiyas rectas. . Exp Ilea cOmo 
•se podrfan obtener las' gr^^cas de' "y - |x +* 4" y'de "y ? -yc - 3" 
con s<5lo mover la gr«f ica de "y - |x" . Observa que ^e nuevo el * 
coeficiente de x determina la direccidii, de las rectas, mientras ' 
que las ordenadas en el origen detertainan sus pdsiciones. 
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Figura. 7 
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Escri1?e dos enunciadbs !p.biertos talW q»ae el* valor absolute ^ 
de la ordenada en el origen sea igi:tal a '^6?- y el coeficiente de 
X sea Coastruye las * gritf leas de estos enuaclkdos abiertos \» 

En* las figuras que construiste eu 3la primera parte de esta 
secciiSn, todas las rectas teufan el mlsmo punto de Intersecci^a 
• con el eje y, y difere^ntes dlrecciones • Declmos que: 

La pendlente de una recta Qii el coeficiente de, x 
en el enunciado correspondiente puesto en la forma ^ 
en Es el ntimero^q^ae detemina la direcci(5n de 

la recta. 

La pendtente puede ser positiva, negativa 15 0^ ^Partf qa^ 
^ posiciones de la rectf es negativa la pend!iente?, iigual a 0? 
iCM&l es la pendiente de la recta x « 2? ^Podr^ escribirse en 
la forma en y la ecuaci6n .x « 2? Recuerda que s<5lo las rectas 
no verticales tien^ pendientes^ 

En la figura 8 tenemos una recta que es 1^ grSfica de 
«y « JLx - ^Cu^l es la peaidlente de esta ifecta? La recta » 

pasa por los puntos- (2, 2) y (4, 7). Veriffcalo. *Las^rde- 
nadas de estos pantos son 2 y 7, respectivamente» y la dife- 
rencia entre estas ordenadas es ^7^- 2, o sea, 5. Las abscisas 
de los pantos son 2 ,y 4, respec'tivamente, y la diferencia entre 
^llas es 4-2, es declr^ 2* Set dividimos la, diferencia entre 
las ordenadas por la diferencia entre las abscisas , obtenemos 
^1 n&aero * ^ 

4-2 1 

J Pe'ro ^ es la pendlente de la recta I Cbasideramos la diferencia 
entre las ordenaldas como var iaci<$n v ertical ^ y la diferencia entre 
las abscisas como varia cign h orizontal al pasar del panto (2, 2) 
panto (4> 7) . Asi , 
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Flgura 8 



variaci&i vertical ^^ 7 2 » A , 
variaci(fci horizontal \h ^ % 1 

Ffjate en el orden observado al hallar esas diferencias: SI el 

primer n<tmero en el n'umerador es la ordenada 7 del panto (4, 7), 

el primer nUmero en *el denominador tiena que ser la abscisa' 4 del 

mismo punto. ^QaS valor hailarfamos para la pendiente si empleira- 

mos.l^a ordenada y la abscisa del punto (2/2) como el primer - 

niSmero del niimerador y el pritn^r ndmero del denominador, respectiva- 

mente? iCiSmo se r^lacionarfa este valor con el que acabano^ de 

encontrar? , 

Ahora podemos danostrar que la raz6n de la, variacitfn vertical ^ 

a la var?aci^n horizontal a\pasar de an punto a otro sobre ana 
recta ser5 siempfe" la pencUente de la recta.. , 
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^ • ' . * , ' . •■ * 

* • Teorema lA^, Dados dos* puntt>s P y JQ de una ^ 

. recta no vertical, la razSii de la 

• . • . , \ 

variacltfn vertical a la Variacitfn 

horizontal, al pasar de P a Q, es 
.~ • ' ' 1^ pendiente de la recta. ^ 
^emostracitfa: Cansidera la recta no vertipal cuya ecuaciSa es 
* . + By + C » 0, B ?fc 0 . 
(iPor qu€ debamos hacer la restificci^n B /*0?) Escribanos 4.a' 
ecuaciCn 'eh la forma "ea y: • ♦ , . 

='- -^.*-¥ • ']• " ^' ' 

Tenanos que, por definlci^n, la pendiente iie esta recta es - ~. 

• • • ' . fi 

Ahora, consider etnos do« puntos P y Q de esta recta con coorde- 
nadas (c, d) y (a, bX, respectivaiffente. Gomo es'tos dDs pantos 
est^o en la recta, sus coordenadas satisfacen a la ecuacitfn de la 
mlsnia, dando los enunciados clertos . 

Aa + Bb + C - 0, 7 

Ac + Bd + C - 0 . 

Si restamos' los miembros de estas dos ecuaciones, obtenemqs el 
enunciado cierto . » 

«A(a - c) + B(b - d) « 0. 
Esto puede escribirse qomo 

. (iPor qa5?) 

Pero b - d e^^a vari^i6n vertical' y - a - c es la .variaci^n 
horizontal al ]^Br de P a Q. Con esto queda demostrado el 
teorema. * ^ 

iCu5l es la pendiente de la recta que contiene los pantos 
(6, 5) y (-2, -3)?, ^y la qae contiene (2, 7) ^y>^7, 3)? 



f 

2')3 



Coll i unto de pr obleaias >14-^3b ^ / 



Halla la pendiente de la rect'a que pasa por cada uab de los 
siguieates pares^ de pUntqs: • . ^ ^ 





C:;7. -3) 


y 


(6, 2) 




(-7, 3) 


y 


(8, 3) 


(c) 


(8, .6) 


y 


(-4,-1) * 


(d) 


(3, -12) 


y 


(-^,10) 




(4, 11) 


"y 


(-l,'-2) ^ 


(f / 


(6, 5) 


y 


(6, 0)' 


(g) 


(0, 0) 


y 


(-6, -2) 




(0, 0) 


y.' 


("^7,. 4)' 



v 



^ 
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,En Ift-figura 9 ob.^ervamos . que la'peadiente de la recta es 

("3) 0, sea/ A_ Pgdertios coaoiprobarlo cont^udo los cuadrit6|^^, 
6 -'(-7) 3.3 ' » 

' y asf eacontrambs jie_ desde (-7, -3) hasta (6, 2) hay 5 unidades 

•de vari€ici&i yert£^a^y 13 de variatoitfn horizontal. Si tuvilramos 

mis infonnaciJn, esto es, ,si «upiSrainos cu5l es 1/a ordenada en el 

;€(rig6n, serlla jrbsible escribir el enunc^ado abiertd.4e esta recta. 

Ea la figura 10 .observamos/qu©. la recta cqtvtiene los^puntos 

6) .y (0,-2)^ ^Con. esta informaciSn podemos determinar que la . • 

I, pendiente es ( , 5)^I^ o " ' "6 ° " f*** Entonces saberaps ,que y - 
es :^a ec^acitfri de una recta conlja^misma fiifexidiente de la fl^gura lO, 
pero que contieae el origen^ Vfemos que la».ordenada eri el origen o^ij^ 
de la recta de la figura. 10 es -2; por lo tatito, su ecuacitfn es . / 

iCuSl es la ecuaci^n de urfa riecta paralela a la. ^ 



-^x - 2 . 



de la, ;eigura 10, pero qjae contieae el punto, (0, *6)? 
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Figura 10 



' Cdniunto de problemas 14-30 

U iCufil es la ecuacidn d© una^recta ^que pasa por el punto (0, 6) y 

qa^ es i>aralela a la recta cuya ecuacl^n es y ^ -jx - 2? ^ 
2. iCuil es» la ecuaci^a de una recta paralela a y"» -^k - 2 y 

►que conf iene el punto (0, -12)? . , 

'3, iCuSl es la p^ndiente de todas las rectas paralelas a 

• 4 ^ • : * ■ ■* ... 

' y » -."Tic? , • . 

4.: iCuSl es la pendiente^e todas las rectas paralelas a y « - ^x?^ 
, 5 . jCu5l es la ecuacidn de una recta cuya jendiente e^ r 5 ^ " 
" cuya ordenada en el origen es -3? - ' . 

6". iCuSl es el enunciado abierto de una recta que pasa por (4, 11) 

y (2, 4)'y)qae corta al eje y en .(0, -3)? . 
7.."iCuSl es la ecuacife de la recta que pasa por (5, 6) y (-5, -4) 
y cuya ordenada en el origen Is igual a Ot\ 

■ ' * ■ ■ . ' ' . ' " . ' , , * • ' 

* Veamos ahora ctfmo la' pendlente y la intersecci^n con el eje 
y pueden ayudarnos a txk^. rectas. Supongamos que una recta tien* 
pendlente -1 y ordenada en el origen igual' a. 6. Tracetnos la 
recta y adem$s escribamos su enunciado abierto. Para c|istruir la , 
grifica empezamps en el pun^o \<0, 6) 'en que la recta c^rta el eje y, 
Entonces utilizamos la pandiente para localizar otros puntos de . 



Xa recta «, 
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.Figura 11 



El hecho^ de que la pendiente sea - nos dice que elegidos 

dos pantos particulares de la recta, si; la varlaci^n vertical entre 

^ellos es -2,^ la variaciifo horizontal es 3; entre dos paatos ^ 

*• * . > ^ - 

particulares de la recta, si la vartaci^n vertical es 4.* la 

1 

variacion horizontal es -6, etc* A continuacKJn ^parece una lista 
de algunas de las posibilidades: ^ ' - • • " 

Variacitfn Vertical Variaci6Q horizontal 

. '3 . 

' -3 

\ ' -6 

. - 15 




En, todos los caeos^ la r§5^ es - 4-. Si tomamos coino und de los 



2 

3-. 



do>s pantos el panto (0, 6), que sabemos est5 en la recta, podetaes 
hijillar otro panto movi^ndonos. 3 uaidades a la derecha y 2 uni- 
'dades haciaAibajo; otro panto se encuentra 3 unidades a la 
izqijierda yV2 unidades hacia arriba. Este proeedimieato se paede 



ERIC 



2'j 



. , ; ' r : -447- ' * - 1-4-3 • 

repetlr tantas v^ces caoio- se» desee, otiteaietido' asf r^pidanvente ' , 
varlos puntos parr los .cuales podemos trazai^ 1* x^cta. Escribe 

el' eviuxiciado abierto para est& recta. ^Cfiaio hubi^ramos elegido 

ios puQtas^con respecto a (0^^ 6) si la pendiente 6ieA ^? " iC\i$l 

es el esnuaciado abierto para esta recta? ^ \ 

^Cutl ser5 la foJoia de^la ecuacion de Uaa recta q»ae no tiene , 

.pendieate? iCu^l es Itf pendiente ^de la recta' ."x ^ 2"? ^Cu5l es 
la ^cuaciSn de la recta cpae pasa*poi (--»3, 4) i( que no tiene pen- \ 

diente?, * * " * • ' ' * # 

\ : ' - Con junto de problemas 14- 3d / 

1* .Con referencia jsl un sisteaa de ejea. coordanados,, eli^e el panto 
(-6, -3) y pasando por dicho punto, 

^) construye la recta' cuya pendiente es "l^. iCuSl es la 

ecuacion de esta recta? 
(b) construye la recta que pasa pof .(-6, -3) y que no tiene 

pendiente. *iCu5l es la ecuacion de esta recta? 

2. Construye cada una de las siguientes rectas: , 

^ * * "1 

(a) Pasando por el punted .(-1, 5) y con pendtente igual a 

(b) Pasando por el punto* (2, 1) y con* pendiente igual a^ 

(c) Pasando por el punto (3, 4) y cOi-f* pendiente dgual a 0. 

(d) Pasando por el punto (-3, A)< y cob pendiente igual a 2. . 

(e) Pasando por el punto (-3, -4) y sin pendiente. 
* (i<^5 tipo de. recta no tiene pendiente?) 

I 3. Considera la recta que contiene los puntos (1,-1) y (3*, 3). 
• iEstarS en esta recta el punto (-3, -9)? (Sugereacfa: , 
^ > Determina la pendiente de> ia recta que contiene los puntos 

(1, -1) y (3, 3); luego determina la pendiente de la recta que 
contienedos pantos (1, -1) y (-3, -9).) 
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' : ' T ^\ ■ ' 

■14-3 ^ ^ -W- " 

4*: Xf) tieaen en com^tn las jrectas cuyos etiu^iciados abiartos 

^ son "y » x", "y « 5x", "y - -6x", "y • f .'? . . ^ 

(b) iQa^ tienen eja .cprnifn Igis rectas cuyos ^nuaciados ablertoa 
son • '> ' r^c - 3" 4 "y - + 4" ,"y ^ 7" ? 

■» **! *•; .; • 

(c) iQii^ tieaeiy eti, cq3tt<|tn las rectas cuyos eaunciados abler tos 
. ^ ion. "y^= ixiVr 3",;"y « ^ - 3",^V ' ^ ' ^"^ 

W} iO'ilS tlen^a;esi^ conefita las rectas cu;^o8 ©lunqiadps a'bferto((& 

> ^ ^ ' ^san ^x i 2y - 7" , "~x + y » 3" , •»2x +**4y - li' ? • . * . 

Pajra mostrar qae tu respuesta es correcta, traza' las 
gyif icas* de las tres rect;as . * . ' ■ 

5. Dadas las ecuacioiTieSj 

(a) 3x t |§y « 12 ' (b) 2x - 3y * 6 ; 

^CujSl e^ la ordenada ea el origen de cada uaa? Cons traye sis . 

^ grSfica^l Escribe cada una de .las ecuacioiies en lia fortoa-en y. 

. *' •" 'I" 

J iCu^l esj la pendlente de cada recta? ConiprujSbalo con «ti f 

^ • grSfica. - * ^ 

6. > E^cr3?be cada una de las siguierites ecuaciones en la fortna en y. 

Utilizando la. pendiente y l,a intersecci^n con el eje y, constru 
la .gc5f ica de cada una de las rectas . . , * - 

(a) 2x - y » 7 . (c) 4x + 3y - 12 

, (b) I 3x - 4y « 12 (d) 3x - 6y « 12 

^Est^s seguro d^ que las grSffcas de estos eauaciados abiertos 

- son rectas? ^Por qu^? * - - 

f ^7^ Escrll>l la ecuaciiJn de cada una de las slguientes rectas: * 

2 ^ 



(^f^ La pendiente es ~ y la ordeiiada ea el origea es 0 
(b) La pendiente es y la ordenada ea el-jorigen es -2» 

(p) \La pendiente es -2 y la ordenada en--^ qrigen es ^ • 
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(d) La pendiente es -7 y'la ordenada eli el origen es -51. 

(e) ' La pendiente 'es'* m y >3Ja ordenada ^^en el origen ,ei b. 

iPodr^ eseribirse en es^ forma la ecuaci<5n de' toda * ^ 

recta? i.Qu| sucederS en el caso de. las et^^acioiies de ' ^ 
. los ejes coerdenados? - » * . • . 

Dados los puntb^ (Oj. 0) y (3/ 4)[y lA recta que los contieAe, ^ 
icuSl es la ^eifcd.iente He 1^ recta?, iGu^l es su ordenada ®a el 
origen? ' Escribe la ecuacitfn de la recta. , . 
Escribe la ecuaci^ de la recta' cjiya ordenada en el orl^n.ef ■ 
7»y que contiene el punto (6, 8) , ^Cu^l es la p^diaite de la 
recta? iPuedes eacrlbir la pendiente com© , ^ ? 
iCu51 es la ecuaciSn de la recta que contiene los puntos (-3, 2) 

^ ^ * ^ ' ? 

y (3, -4)? Si (x, y) es nn purito de la misma recta, veri- 
^ica. que la* pendiente tambiSn es ' ^ " L . ^erifica tambi^n. . 
q^J,^ I^zJL^ es la pendiente. s/ -l z ^ I (-3) 
nombres' diferente's para la pendiente, demuestra que la ecuaciSn 
Je la recta es "y >-.2 - (-a)(x '+ 3)K > Demuestra que tambi^Sn 
puede eseribirse, como ^'y + 4 = (-l)(x - 3)" . 
Escribe las ecuaciones de las rectas qCie pasan pbr cada uno 
dVAos siguientes pares de j^untos: (Trata de utilizar el 
tt^^tOTo del problema l^Jpara las partes (e) a (b).) , 
'(a) .'(0, y (-5, 2) ' (fej <-3; 3) y (6, 0) 

tb) (5, 8) y ('0, -4) ' (f) (-3, 3) 'y (-5, 3^ 

tc) (0, -2) y (-3,^-V) (g) (-3, 4) y (-3, 5) 

(d) (5, *2) y (0, ^6) " - (b) <4, 2) y' (-3, 1) 

Todo polinomio de primer grado en o^na variable . x, de la forma 
"kx + n", donde k n" soli ndm^ros reales^ se dlc# ser 
lineal en x. *Se llama lineal per que la gr^fica del enunciado 

abierto "y « kx +'' n" ' as una^ reet^I ,La grifica ^ kx + n 



r 



se llama "Cambi^n 1^ gr^ fica del pollnomio "loc + n". G<fAStray 
grSfica cada uao de los siguientes'polinomios lineales: 



(b) -2x + i ' - / . (d)*:|x+2 ; 

^*13 . ConVidera un recji^tigulo buya laagitud bs 3 anid^es mayor que 
su anchura ^ . • ^ >^ 

(a) Escribe una expresltfti ea tw* duyo yalor para cada valor 



*^ de w as Igual^al perfmetro^del rectltngulo* lEs 5s ta 

^ * • V uaa expresi<5n lineal en ' 

^(b) Escribe una expresi$*-i en. »w\* p4ra el firea del- ractSngulo. 
iEs €sta una ^presldn lineal ea w? ^ * 

*14. Considera un cfrculo de di^metro * d* 

(a) Escribe uaa expresi<5n 4i d para- la longitud de la 

circunferencia, ^Es €sta ^aaa expresidn lineal en d? 

^Qa^ sucederi a la circunferencia si se duplica el^&ltmet 

si se.r^duce^a la mi tad? Si c es la longltud de ^la 

circunfe^'encia, ^jqa^ podr^s^decir acerca de la ra2;(Sn 

iC^&no cambia el valor de cuando se altera el valor ' 
. /■ d * , 

de d? ^ ^ ' . , 

^ (b) Egcrifc^ una expre^sitfn eas d para el 5rea de la regi&i 
circuf^ o del disc6^ ^E« esta expregidn lineal en d? 
iSera* lineal^ ea d ? Si A es el Itrea del disco^ l^^^^ 
it puedes decir acerca de la raz&a % acerca de la 

^ ^az&i ^CanbiarS el Valor de la xaz&a -j cuando se" 

altera el valor de d? ^a^ibiar^ el valor de ctli^do 

s$ altera el valor de ,d? * * . . ^ ^ 
*15. En el caso de la expresitfn lineal particular se dice 

que el vaJLor de la expresi^Sn yarfa de manara d irectamente 
proporcional al ^ alor de la variable x^ El coeficiente k 
se llatna la constanfee de proporciona li4ajgl l El valor de la 



ex.pTest6a se^ died' qu^e varfa de^ maner a directamente ' 

propoggtonal al c uddradb del valor de^ * ' • * 

{a) ^Varta ea proporci<5n direpta con eX di^metro la 

longitud de ana circunferencia? ^Gu5l ser5 la constante 
de pi^porcionalidad en este -cagp? iVarla en proporcidn 
tiirecta* con, el dilmetro el 5rea »de un disco? ; Y con el 
cuadrado del di&aetro? ^Cuil serfi la co^stante de 
• proporcioiTalidad? ' ^ 

(b) Con rbspact«'a una*grSfica, sx y varfa proporcionaMente ' 
. « tx, i^u^^^igaifica la c6nstante*de proporcionalldad? 

(c) ^Si la constante de proporcionalldad es negativa^ i^qu^ 
puedes decir acerca de la manera como varfa el valor. 

de la expresitfn cuando se cambi^ el valor de la ^variable? 

(d) ^Cuil ^serfa la forma de ana expresitfn en* una variable 

. X tal que el valor de la expresitfn varie de modo direc- 

.* ^ 

tamente proporcional ^a la rafz cuadrada.de x? 
Un autojttfiyil viaja con velocidad constante en una carretera 
recta « Si t es el tiempo fen horas transcurrido desde la 
salida» escribe \ina expresi<5n en t cuyo val-or sea la dis- 
tancia recprrida en millas, ^Es est^ expresi<Sn lineal en -t? 
^Varfa de jnodo dir^ttamente propor clonal al tiempo 1^ dis- 
tancia recorrida? iC&no puedes interpretar la* constante de. 
proporcionalldad en este ejemplo? Si sabemos que el. auta- 
m<5vil ha recoirrido 25 mlllas al cabo de 20 minut03> ^cuSl 
es la constante de proporcionalldad? 

En el caso de una expresi6n de la ^ forma ^, se dice qae el ' 

X' <^ 

valor de la expresifin varfa de modo inversamente p ropor clonal 
3^ yj ^loy de jc. El ndnero k es la^ cons tan Ce de proporciaaa- 
lidad. * . ■ ; 

(a)- Cjanstruye las gr^ficas de los enunciados^abiertos: 



(b) Si asignam6s a la variable x. valores positivos • 

crecientes, iqa^ ,podrfas dedr acerca de los valores 
de ~? ^iSerfin crecientes o dWccecientes? ^Es impor- 

I tante *al cnie » k sea positivJi o negatlva? 
*«18. Un recttnsulo tiene Irea de 25 unidades cuadradas, y la', ' > . 
longitad de uno de sus lado& es w unidades . * 

(a) Escrilje uaa expresiSn en y p|ifa la longitud del otro 
lado. ' ^ 3 ' t 

(b) lEs Sste un caso'de variaciSri inyersa? ^Cu5l es la- 
constaate de proporcionalidad? , • 

(c) Construye la grSfica de la expresid*i ea la parte (a). 



*14-4. Grgflcas de enonciados able r tos jg^ie contienen solanente ' 
' eiiteros . 
Al construir las.gr^icas de enunciados abiertos, debemos 
teaer ea cuenta qae todo pun to de una grSfica estS asociado con ' 
alg<Sn par.de ntfmeros reales.. Suponte que coasideramos^un eaun- 
ciado ea el cual los valores de las variables estSn restiringidos 
a ntfmeros enteros, de manera que las coordenadas d& los puntos de 
la grSfica, tienan que ser^ en£eros. ^QuS foma tendrla tal grSfiw 

I^rirtero consideremos los ejes coordanados. ^^Serfan a^n, 
rectas? Parecen ser conjutjtos de pantos tales coano 1^, (0, 2 
(0, 3), etc., ya que los valores 'de las variables est^n restrin- ' 
* gidos a enteros, y tal vez quisi^ramos distinguir los ejes para, 
tales casos de los ejes coofdenados para todos los nttneros reales 

Sin embargo, una serte de marcas redondas podrf a confuidirse coa 

> 

la gr^fica misma; por lo' tan to, uMli'zamos ana serie de' rayitas 

^ ■ ^ , ; • 

para cada eje^ ^ " >^ 
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Flgura 12 



iCuSl es el eaunciado abierto asociado con la grSfica-da 
la flgura 12? Para deCermlnarlo, primero observamos que la 
gr^flca solameate Incluyfe pantos cuyas coordenadas son enteros^, 
y s^gundo que cada ordenada es el opuest9 de la abscisa cprrespan 
dlente. Esto lo podeaos enunciar 6sf: "y - -x, donde y son 

exiteros tales que -10 < at < 10, -10<y. <10". 
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Plgura 15 



« 

Eti la figura 13, los puntos se extieadeji mis all5C<ie I03 
If mites del diagrama, Observa q»ae no hay puntos para x « J,, 
X » 2, X * 4, X = -1, ni para alganos otros yalores de x^. Si 
saponesnos que tpdojs los puntos estSn en una recta, como estos 
puntos parecen indicar, ^qul observas acerca' de la ordenada corres- 
pondiente ^ cada*abscisa? Escribirfiamos el etiunciado abierto: 
"y ■ 4,donde x,, y son .enteros". ^Por qu5 no puede ser la .abscisa 

igual a 1 5 2? 
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. Consldera la figura 14. Para este conjunto de doce pantos 
no |>arece haber eniaacia^ abiertb sitaple alguno, . ^PodrSs 
describir las limitaciones impjjBStas a las abs^cisas? iQug afXx- 
niacldn podrHs hacer acerca de 'las ordenadas? 
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Estas prd^predades se pueden exponer -en uti -enxmciadp ablerto 
complies to asf: ;'l<x<6' l<y <5, donde x, y son enteros" . 

Obseirva oue en este caso la conjuncifin del? eaunciado compuesto- 
es XI ohserva tambi^n que los puntos cuyas coordenadas verifican 
el eniiriciado son s6lo aquellos qae\pertenecen a los con juntos , 
-de validez de las dos partes del enunclado compuesto. 
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- * ^ ■ , Figura 15 

• , * - . ; 

. En la figura 15, la situaciSn es diferente. Veamos qaS enun-- 

ciado abierto describe esta grSfica-. Las tres filas horizon tales 

da marcas redondas "podrfan ser la grlJ^ica del enuaciado: 

"3<y^7j donde x, y son enter os" • Entonces escribimos un enu^i* 

ciado que dest:riba las tres^ columiias verticales de marcas: 

^•l< x<5, donde x,. y son eateros". El enunciado abierto que "descf ^ 

ei conjuato total de puntos es "l<x <5 6 3<y<l, donde x, y 

son enteros" .' Otra manera de etiunciar esto serf a: "2:^x^4 6 

4iy^6, donde x\ y son enteros^\ Observa qpie en este caso la ^. 

conjuncidn es jo, y que la grifica incluye todos -los puntos perte* 

necientes al caajunto de validez de cualquiera de las dos pafjtes 
del enunciado compuestoi o a ambos con juntos, * 
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. ■ ■■, ■ • \ • ■ . • . 

- • ~ * . 

Coniunto de orobleahas " lA-A . * 

Con refetencia a ststemas' dif ©rentes de ejes eoordeti^os;-.y. 
para x, y enter^s , construy^ la/grSf i^a 'de los 

siguientes: . . • - * V . , « v 

(b) • y'«» 3x - r " - - • . ^ ' \ 

Coa -referencU'^a sisteinas' difereates;de"^^ cqb^d^ados, 
constraye las ^rmcas <re pada uno. 4^e I^^ siguiBntes: . * * 

(a) -3< x< 2 yl^ V< y ^^^^^ ^> y'son eatferos, 

(b) -t34x<2: ^ -2<y.<l, donde x,* y* son Wteros. - 

(c) 5fe x6-6 5 " l&y^a; dbnde K, y son,, encerps ; 
•(d) 5 6 xi 6 y 7" 0, donde y son enteros;. 

Escribe un enunciado ablerto compuesto cuyo^conjuntb de 
validez sea' { (-!> 3)}. . ' -* 
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Escribe enunciado^ abiertos c^yos conjuatos de validez 
los slguientes con juntos de. puntos: 



sean . 



(a) 
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(o) 











> 


y 












































































































































— H 


















































\ 
















































1 — i 




























2 








X 


































































































































































> 
















if ^ 









































(d) 







Yn 




























































































1 
































<* 
































































1 
































< 














0 




4 






( 










X 



























































































































































































































. CI 



460- 

















































y 












































— ^ 




























— < 








>— 






























2 


















— ^ 






































1 














< 














0 








X 






























* 


































































V. 



















J5. Con ref er.eacia* a sisteoiaa difereates 4(Es ejes coordeaados 

construye las gr^ficas 4^ los slguleiites: . \ 

(a) X + 5y «. 15, donde x, y son enteros. 

■■ .. , \ . • • • • ► • 

(b) /X + 5y " 15, donde x, y son ntbaeros reales. 
iEn qiiS difieren las gr5f icasL, de (a) y de* (b)? 
N<.3bra algunos pantos que estin e.> uaa de las ^rlficas 
pero no ea la otra* ; 

(c) X + 5y 15> donde y §on ntSmeros rationales « lEn 
qu$ dif lere esta gr^Sfica de 4as deiniSs? (x, y) es 

UA panto de la recta x + 5y « 15. y si ademlts x es 
» * *' - ' » 

^ racionalj l<[^4 paedes decir acerca de y? 



' 14-5. Gr||ic«de«au^ 

absoluto * , * * * 

ConsWera la eouaclSa "Id - 3". Este enmiclado es equWente . 
» al" eavocUdo- "x - 3 6 ' -x iQa« foma teadrfa s« gcSfica? 

Primejo consldera la grSfica da "x = 3". La gcSflca de este ^.a- 
,y abler csr es una recta pacalela al eje ver.tiqal y a tres unl- 
Cs a la aerecha del mlamo. La grSflca de "-x - 3" es oaa , 
Jnda recta paralela al eje vertidal y a .tres unldades a la " 
l^quierda del mis^o. Por lo tanto, la grSflca c<™pleta de - ? 
conslste en 4=8 rectaa <rae s<m las grSf leas de "x - S"*, "-x - 3 
como muescra la f Igufa ll Describe y construye las grSf i^sMe : 
(a) rxl-5 \ (b) lxl-7 ' (c) lyl = 2- C^) 
.iPaca <pi« valor de k s^S la grifica de |x| - k". una sola recta? 
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Figura 16 



' ^ Figura 17 * 

Considera la grifica del enunciado abierto "|x - 3f « 2" . 

Este enunciado es equivalente a ^"x - 3 « 2 5 -(x - 3) « 2", 
■ iQuf forma tendrfa su gr^fick? Brimero consider emo$ el eatbclada T 
abierto x - 3<- 2, cuya grifica es aaaVecta paralela al eja 
vertical y a cinco unidades ^la derecha del mismo. Ldego, 
^obs^va que la grifica de "^x - 3) » 2", es decir, de »»x. - 1" 
es una recta paralela al eje vertical y a 1* unidad a la derecha 
del mismo. Por lo taato, la gr^fica ^complete de »»|x - 3|» 2"' 
consiste en dos rectas, una que es la grific<a de "x » 5" y la 
otra la de "x - 1", como muestra la figura 17. En el dibujo, 
comprueba que una de e3.ta8 rectas es<:| a dos unldades a la derecha 
de X » 3, y que la otra estfi a dos unidades a la izqulerda de 
X » 3. Recuerda que en la recta nuraSrica, "Ix - 3 | » 2" signifies 
que la,dlstancia entr^ x 3 es 2, ^ • 
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• ' Coniwto da "probleaaa's 14- 5a - 

Con refereiKsla a sistemas ^iferent^s .de ejes coordenados, 
construye la grfifica de cada Imo de los siguieates enunciados 
ablertos: . * ' „ 

(a) |x . M = 2 ' , ^ 

(b) , |y-2r=.3 

(c) iyl » 5 



(d) |x> 1| 

(e) |x + 3r»l 

(f) ly + 2| =^ 



2. Coa refer encia a ststeipas diferenfces de^ejes coordenados , 

• . construye la grfi^ica de cada uno de los siguientes enunciados 
♦ abiercos^ » , 

(a) lx| > 2 ^ • , . ' 

;-(b) |x| ^' 2 j 
(-C) lx| < 5 . ' ^ M 

3. Con referensia a sistemas diferentes de ejes coordezjados, 
construye la grfiflca de cada uno da los siguientes: 



(a) y > 2x + 1* 

(b) y<^.+ T 



. (c) y > - ^ 
(d)' y ^ 2x - 1 



4; Coat refer eacia a sistea^s diferentes de ejes coordenados, 
construye 1^ grgfica de cada uno de los siguientes: 



5. 



(a) 2x ¥ y > 3 
t . 

(b) X + 2y H 



(•c) X - 2y;^ 4 
(d) 2x - "y^ 3 



Escribe los enuiciados abiertosjcorres^ondientes a las rectas 
(1), (2), (3) y (4) q»^e aparecen en la figura siguiente. 
Observe q-:ie (4) es realmente un par de rectas. 
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Flgura para el problema 5 



r 



Constriiye un par de ajes coordanadoar* Con referenda % esoa 
ejes^ locallza tres puntos partenecient^es a cada uno da los, 

con juntos descrltos a contlnuacl^n* En cada caso tfra^a una ^ 
recta pasando por los tres puntost 

^a) La seg^iMa coordenada del par ordenado^es dos vaces la 

primera. ' 
(b) La 8egunda coordenada del par ordenado as 5 m^s que la 

mi tad da la primera • ' 

«(c) ^ La segunda coordenada del par ordenado as la mltad ^e la 

* 

primera « ^ 
(d) La^^$eganda Coordenada del par ^ ordenado es el opaesto de 

la primera. t ^ - ^ - 



" -463- 



14-5 



■ . • ■ - . ■ t . . ' 

Co^sideremos el enunciado abierto ' "y « |x|". Sea x post- ^ 

tiyo o negativo,, iquS es cierto acerca del valor absolute* de x? 

Erttonces, para tbdo valor da x, excepto 0, ^q'aS es cierto acerca* 

de y? Para x * 0, jcuSl es el valor de y? 
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Eri la figura 18 observatQOS algo nuevo para nosotros: la gr^fica 
del enunciado simple "y Ixl" reslftLta«ser lop dqs lados dfe un 
5ngulo recto. ^Sabes por qu^ es 5ste un 5agulo recto-? iHay^algona 
ecuaci(5n simple cuya gr^fica consiste ea. dos rectas que no formen 
un ^ng^Jilo recto ?v Sugiere una. • " , , 
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Figara 18 



Coii.latito de problemas 14-5 b 



1. Con ref erencia a sjLsteaias diferentes de eies coordeaados, 
construye la g?:5fica de cada uno de Ips siguie^ates:. 



(a) y « 2|x|y 
(c) y » -Ixl 



(d) y « -2|x| 

(e) x= -|yr 

(f) X * ' |-2y| 




2. Con referencia a sist«aas.. dif creates de ejes coordeciados, 
\consCruye la grlf ica de cada unq de |bs siguientes: 

(a) y » |x| +3 . (dj ' X = }y| + 3 

' -(b) y « |x| - r .(e) x = 2jy| - l 

^(c) y«2ix|+l (f) y«<l-|xl-l 

3. Con refereacia a sistemas 'difereates de ejes coorde\iados, 

' • . * )./^ 

constraye la grSfica de cada uno de 'los siguj.en.-es: 



(a) y - |x - 2| 

(b) y« Ix + 3| 
•(c) y«2|x + 3) 



(d) ^.y » |x +3j - 5 

(e) y » ||x - 1| + 3 



4, . iC6aio podcfas obtener cada una de l^s grSflcas'en losi pro- 
blemas 1 (c), (e), 2 <a), (b), (d), (f), 3 (a), (b),l(4) 
mediatite la rotacitfn 0^ la traslacifia de las grSf leas de 
y » !x| ^ de x » ty| X Ij^plosr La g^Sfica de "y "|x - 2| 
puede obtenerse trasladando la grSfica de "y » lx|" dos 
: uaidades hacla la derecba. La grfifica ie "x = -lyl" puede 
obtenerse haciendo girar la grifica de "x » |y|"alrededor 
del e je y. La geSfica de "y » Ixl - 7" puede obtenerse trasl 
daado la gcSf Lea de "y = 1x1" 7 unidades hacta abajo. 



V ■ . • ■■■■ ' . ' ■ " ^ 

*5. iPi^ forma tendrS la gf^fica de Ixi \y\ = 5? Frimero 

hagamos una tabla. Suponte que empezamos ' con las inter secci ones 
con los ejes. Sea y » 0 \x hallaaos lalgunos i)Osibles valor es, 
de X 'qjae hagan cierto el eriuUcl'ado. Luego asignemos ax 
el valor 0, y obtengamos algunos valores de y; Ahora hallemos 
otros posibles valores. S\xp6n que x - 6, iqu$ podrfas decii; 
acerca de los posibles valores de y? -Si x » 3, entonces 
1x1*^3, lyl • 2; ^qul posibles valores podrfa tener y? . 
^ Comgleta la tabla que aparece a continuacltfn y despu^s 
construye la griifica, ^Gijmo describirfas la ffcgura? 
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Podrfamos escribif cuatro enunciados abiertos q»ae 
tengan la misma grifica, siempre y eaando limltemos los 
valores de x: . ^ 



y 0 i X £. 5, 
y 0 £ X i& 5, • 
y -5 X £ 0, 

y -5 1 X <iO. 

Con referenda a un sistema de ejes coordenados, construye 
lasgrSficas de los cuatro enunciados anteriores. iPor qu^ 
fue neeesario restringir los valores d^ x? 



X + y = 5, 
X - y ^ 5, 
-X + y = 5, 
-X - y - 5, 
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*6. -Con refereacia a sistemas diferentes da eje? coordanados. 
coi^struyie la grifica de" cada uao de los stgvi^entes; 

; * V - «... 



* (a). |x! + |yj > 5 



(c) .1x1 + ly| ^ 5 



, (b) jxi H- |yl < 5 • . / (d) |xl + lyl' ^ 5 



*7 , Haz una tabla de A&mos valores que. hagan cierto el enun 
ciado abierto % . * 

. Ixl - lyl = 3 
y "construye ,ia grifica del mismo. Como en el problema 5, 
escribe cuatro enunclados abler tos' que tengan la misma 
•gr^flca. . ^ 
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2* Construye la gr^fica de cada utio de los |lgutences enunciados * 
ablertos : ^ - . i? 

'(a) yi:.3x v (g) -Ul + |yi « -2 

(t>) ^ y V \ ' (11) J3y 2x r i ' , • 

(c) 5r<f.-5. ' Jl) 3f = a y y >. 

. ' (d) y>3 / (J) 3s; + y< -2 ' - \ * " 

'y ;,(e) x.<1.5 , (k) >y-tL2 = o . 

* (f) • X + y « 0 * , . '* . 

*3. Diiteija ua sistema de'ejes coordenados y desfgnalos (x/y). 

Pasanda por el panto (2, -I), dibuja otro par de ajea <a, ,b) 
. de manera que. el eje a ' sea parai^.elo al eje , x, y el eje 

b sea parajelo-al eje y. Con referenda" a los ejes (x, y), 
- ^-^—TrocaTrzantd^^pT^^ B(-5, 3) , C(-2; -^^^^ 

D(0, 3),*K^0, -3), F(-5. -i), G(-4, 3), H(6*, 0), »I(-6, 0), 
•J(2, 6)t Haz. una tabia de los, valorem de las coordenadais de 
cada uao de estos pimtos respect;o a los ejes (a, b) • 

< (a) y « 3<-x) + 4 V (c) y « f3x - 3 



Figura para el problema 4 

■ ■ . , • . , 

Betermina dos ecuaciones para. cada traa de Ija's rectas de la ^ 

figura anterior, una coa Veferencia a los ejes (x, y) 

V la otra con referenda a los ejes (a,.b). (Observa que 

^5 conslste ,en un par de rectas.) 
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Pigura para el prgblema 5 



5. SI el punto, (a, b) est| situado en el seguncfo cuadrante, 
(§) ies a positixa? * . • 

(b) i&s b positiva? " * 

(c) 'Si^las coordenadasf de P, Q f R tienen lt)s mlsmos 

valores absolatos que laabsclsa y la ordenada de (a,-b), 
halla las coordenadas de. P, Q y R W tfcnlnos de 

a JK b. . . 

» , * ... 

6. Si (c, d) es ^un pan^ an el tercer cuadrante, ^en qu€ 

cuadrante estari el "piiito (c, -^?; iel punto* .(-c, d)?; 
- /j'fel punto (-c^ -d)? ■ 

*7. Construye la grifica de "y - 3x + 4"'. i^ai le si2cede~ a esta : 
^jcfifiqa caando sa ecuacidn se transforma como slgiie? I I Z 
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Coastruye la grSfica de "y ■* 2^ Pete mlna la ecuaci tfn 

de ia gr4flca resultan^e^ de cada tuia de las siguieates 
transf ormaciones : ' 
(a> Se hace girar la grifica media yualta alrededor del eje 

(b) Se traslada.la grSfica 3 miidades ,hacia la derecha. 
<c) Se traslada la %3fSfica 2 unidades liacla la iaqui4rda. 

(d) Se traslada. la griflca 5 uaidades hacia arrlba. 

(e) Se traslada la gr^fica 2 unidades hacla la derecha y . 

4 unidades hacia abajo.. ,^ • 

(a) Con referenda a un si^tema de ejes, coastruye las 
^rjflcas de: 

2x + y - 5 *• O v 

6x + 3y - 15 ' 0. 
iQu€ podrfaa^ decir acerca de estas dos grliflcas? ^hora 
exaaina las ecnacioiies. ^C&no podrfas obteaer la \ 
segunda ecuaci<5n de la primera? . 
<b) Para cua'lquier ntfraero k,, distinto de .cero, ^qu^ podrfas 

declr acerca de las gr^f icas de • • 

' , '• • ^ ' 

Ak + By + C « 0 " 

; " ■ • , • ^ • ; 

kAx + kBy + kC - 0? 

(c) iCon qa€ coiidlciorles ser^n las gritflcas de 

• • ^- By-t^T^ 0 ' 



, Dx + Ey + F « 0 
utia misma recta? Si las gcif icas- conslsten en la misma 

recta, lo^i podrfas declr acerca de las razones 

A B y C 7. 
* d' E ' F 
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10. (a) "Cptk rSferencla a uci slstema de ejes, constraye !I^8 

grificas de . 
3x - 4y - 12 » 0, , ' 

12x - 16y - 32 » 0. . . • 

iQui^ p6dr£as*decir. acerca -de estas dos grSflcas? 
acerca de los coef ideates de x, y en estas ecuacione^? 

(b) iQuS podrfas decir acerca de las griificas de 

+ By + G - 0 ' * * \ 

. * . ^ kAx + kBy + D — — 

para cualqaier ndmaro k distlnto de cero? 

(c) * ^Con qu5 condiciones serSn rectas paraleTa? las "griificas ; 

' • Ax + By + C « 0 

,■■ ■ ,y ■ . • ■ ^ ' , • V . . . . ^ 

/ 'D:x + Ky + F = 0? ■ 

Si la«8 gcSflcas sop re<^tas paral^las, iqu5 razones iguales 
. hay eatre los coef Ideates? , ^ - 

11. Construye las gr^flcas de las ecuaciones: 
<a) 7u + 3t - 4 ^SL ;, 

(h) 2s - 5v - 

^Dependen las grfificas de la elecciiSia q»ie "hldste para la 
primera variable? Expltca por quS hablamos acerca de etiunciados 
con dos variables ordeoadas. 
*12. Suj^onte que movemos el panto con coordenadas (a, b) hasta el 
punto (a, -b) . ' Dascribe esto en tSrminos de opuesto^^ 
Descrtb^ilo en tSrminos de una rotacidn. Contesta^as siguientei 
, nrreguntas, y locallza los puntos a que s© refier^n^las partes' 
^a) y (b). . „ ; 
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/ . (a) fni^ pnutoa, ygn lo3 sig^ientes; • ' 1 
<2, 1). (2, -1); (-.|; 2), ^ (-2, -3), (3, 0),; ; 

, ■ (r5. 0), (0,,5), (0, -5) ?\: * . g 

(bj ^Qug paatos van a los purijtos itidtcados err ^a) ? " 

(c> lA qu5 punto va (a, -b)? * • * 

(d) quS punto (-a, b)? * ' ' " 

(e) punto va a (a» b)^ 

(f) iO^^ pantos no cambtan de posicidn? ^ I 
*13 ^ Sapoate que mpveraos el V^to con coordenadas (a, b) batta ^ V 

el panto <a - 3, b ;f 2) . V^5mQ^podrfas~bbtener esto-movieado^ ^ 

todos los pun tos del piano? Coatesta Us si^ientes preguntas | 

^ > ^ ■ . 5 .... 

y locallza lo8 puntQs:' . ( • 

(a) lA qu€ puntos van los siguientes : ^ ' . 
' (1, 1), (-1, -1). (-2, i), (0, -3), (3, 0)? ^ . . : 

(b) . iQu|\ puntos .van a los puntos indibados en. (a)?. 

(c) lA qug punto va (a, b - 2)? \» ) ^' 

* i . ■ ^ \ 

<d) iQii^ punto va a (-a,.-D)? t . s 

(e) iQuS puntos no c^mbian de posicitfn? \ ^ 

(f) Describe cfimo seUoverfin lo« pun\os si el\ punto 
(a, b) se iouev« haata el panto (a, b - 2)* 



Capf tulo 15> 



SIST^AS §*2 ecqACIOiNES Y DE INECUACIOi^ES 

.iS-l. Sisteaias de ecuaclones 

. En ^1 c«ipf tulo .3 co*^eiiZ;acftos \in estadio de eaaticiaclog cojipuestps 
' rOxi coni uriciones se utiXiaati en estos eaunciados? Ejfbtiero con- 

stderemos uq enunciado^coa:d<)s cl5usulas e<i dos variables, coaec- 

tadas por la conju-ici^n "o"; -pot eje^rpXo, " 

" ' ' • ■ 
■ - x + ^y-5-'0 5 ,2x-hy-l««0. 

iCufindD es cierto an enuncia^a^; q«ie lleya la coniuacidi . ^'o"? El ^ 
_- conjuato de validez '^e este eaunciadD'incMye todos los pares 

oydenadDs de ailmeros que satisfacen a la ecaac^L6ia{^"x + 2y' 5 » 0" 
asf como tambi^a todos los pares ordeiiados'tpae satisfacea a la 
ecuacitfn ;'2x + y - 1 - 0", y la gtSfica de su conjunto de validez 
e^ el par de i;ectas qxie maestra la figura 1. , 
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F.igura 1 



s... i.».>...v. ........ , . ♦ * . - „ \ . - * - , , , . v*.Si-vil«.- 

■ . *15-X. ■ . -480- ■■■■ . , ' . ■ ' ••■ \l 

0<atermlaa tres pares ordenados de atfmeros que partenezcan al coai* 

■ , ..' . • . ! 



I 



juato de valldez de , 

Detemlna cuatro pares ^ordenados que pertemezcen aX co^jiato de 
vaiidez de ' * . 

2x + y - ,X » 0. ** ' 
^CuSles de estos pares ordenados de ntSoie^os son ele^entos del c<m^ 
junto* de validez- del enunciado abler to compuesto 

. ' X + 2y -^5 » 0 • 6 2x + y 1 - 0? j 

Si recordamos que los eaimciados ^ab^* 0" y ^^a ^ 0** son equi- 
valences cuando a b son ji^Soaerbs realeS) veroos que otra 
maneria, de escriblr este enunciado ccmipues to 5er£a 

(x + 2y - 5)(2x + y - 1) « 0, 

Cohsideremod ahora un enunciado compues to qae lleva la con«^ ; 
junctdn "y*' en lugar de la conjanci6n "o"* iQa$ pares orde- 
iJtados son elementos del conjunto di^ valldez del enunciado ablerto 
compaesto + 2y. - 5 « 0 jl 2x + y - 1 « 0''? Observa que stflo 
un par oitdenado^ (-1, 3), sati^face a arabas clSusulas de^aste 
enunciadD y por consiguieate la gr5£ica^del conjunto de valldez 
del etiiiQciado abler to "x + 2y - 5 - 0 y 2x 4* y - 1 es 
la interseccidn del par de rectas en la figure 1. 

En este capftulo dedicaremos gran parte de nuestra atenclda' 

'a enunciados abler tos conpuestos que contienen dols clSusulas • 
enlazadas por la con^uaci<5n j;;, Este^ tlpo de enunciado ablerto» 
q<ae lleva la conjunteida "y"> frecuentemente se escribe 

2x + y - 1 = 0 " ' 



{ 



X + 2y - 5 « 0. 

'V • 

Eisto se llama un sistema^de ecuaciones con do s variables. Cuando 
hatilartios acerca del conjunto de vaWdez de slstfema de ecuacioia 
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«*C>s^, ^ > v\4*^s~,w ,s ■ ,,,, ";tfiv 



noB Tcetevimos. aX coiijucito 4e el^mentos cbm\mes a los con juntos 
de validez de laB ecuaciones"; — C u m o U eu ioii vl^Uo, el co ia^ ito de 
yalldez de .* 

• J 2^ + y - 1 » 0 : / 

* • / ' »' ■» |- 1 ,3!: +,2y^- 5 « -O ■ 
es t(-l, 3)}. . ' ■ , • 



Gon junto de problemas 15"* la ^ ! 
1. Halla los conjuntos de validez de lx)s siguientes sistemas de 

"ecuaclones, constjruyendo las gr^f leas de cada par de ienun-. ' / : 

ciados abiertos y obtenleaido pofc inspecci^n las coordejiadas / , 

'de los puntos de Intierseccidn: (En cada oaso, veriftca que ' A 
dichas coordenadas satisfacen a^ enuncladp,) ' . - . 



/vf2x-y-2 = 0 f \ I x-3s»0 

^f^)'|3x + y - 3 = 0 1^^' + 3y - 9 « O* » 

f 2x + 3y - 3 « 0 /rfV / 5X. + y - 1© = o"* 

x + y=0 ^ 2x + 2y - 8 « 0 

(^) * 2y - 12 « 0 . •%•": . V > 

2 . Construye la gr5f lea del ccmjimto de validez de cada uno de 
' los siguientes enunciados\,* 

(a) X + 2y - 6 » 0 6 2x + y - 5 - 0 

(b) , (2x -*3y + ^)(3X + y - 2) « 0 ^ * 

■■ ■ ■ > • ■ • , ' ,, , 

iSe te hizo diffcH obtener por inspecci<5n. las coordenadas 

de^los puntos de interseccl5n en los problemas 1 (d) y ^<e)? 

JtfeamQS jsl podemos encontrar una manera sisteiiiStJ.ca 

par. of denado sin tener quWrecurrir a .esa inspeccidn . 

yolvie|ido al enunciado cdkpuesto "x + 2y - '5 » 0 jp^ 

f y. - 1 « 0", exaipinando la^€igura 2, vemos .^e hay niuchos 

enuhciados 'abiertos con^uestos con qonjunto de validez {(-1, 3)J ; 



el 



2x 



V 
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por ejemplo, "23? + y - 1 » 6 ^ y - 3 = 0", "x + 2y - 5 « 0 
2, X + 1 » 0" son dos enunciados equivalentes tales, puesto que 
sus ^grlificas son parea de rectas que se intersecan en (-1, 3).* 
Escribe poi; lo menos otros dos enunciados comp|(e§tos con con- 
junto de validez {(-1, 3)}. . ^CuSl es el conji^nto de validez de 



3c + 1 « 0 .J y - 3 « 0? 
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• . Vigura 2 - 

De aquf se desprende que podrfamos encontrar f^cilmente el 

conj unto de validez de cualquier enunciado abierto compuesto del 
tipo ; . ' . ' 



2x + y- l= 0 X x+2y-5=0^ 

si tiuvi^ramos urn m^todo para pbtener las ecuaciones de las rectas 
horizontal y vertical que pasan pqr el punto de intersecciSn de 
las gr^ficas de las dos dl^usijias.- 



( 



; Por un prnito pasan ifluchas rectas. He aquf \an mStodo que, 
fcomo veremos; nos darH ,Xa ecuacifin de cualquier recta que pase 
por el p\mto de inter secci^n de dos rectas dadas, siempre y 
cuando las rectas- se inter sequen en un solo punto. 'Para ilus- 
trarlo utilizaremos otra vez el si sterna * 

X + 2y - 5 «= 0 * 
2x + y 1 = 0 . 

♦ 

. Multiplicamos el miembro de la izquierda en la.primera ecua- 
ci(5n por cualquier ntSmero, digamos 3, y el miembro de la izquierda 
en Va segunda ecuaciSn por cualquier ndmero , .digamos 7, y formemos 
el enunciado » v 

" 3(x + 2y • 5) + 7(2x + y - 1) « 0 . 

Vemos que: 

(1) Las coordenadas del punto de inter seccidn (-1, 3) de las dos 
rectas satisf acen a este nuevo enunciado : 

3 (-1 + 2(3) - 5^ + 7.(2(-l) + 3 - l) - 3(0) + 7(0) « 0. 

En" general, sabemos que un punto pertenece^a la gr^fica de 
un enunciado si sus coordenadas satisf acen al" enunciado. De 
modo que la grSfica de nuestro nuevo enunciado abierto 

, ^ "3(x + 2y - 5) + 7(2^ + y - 1) = 0" 

contiene 'tel J>unto de inter secci<5n de las do& reotas 

2y = 0" y "2x t y - 1 0". 

(2) La gf5fica del nuevo enunciado es una recta, porque: ' ■ 

•. 3(x + 2y!- 5) + 7<2^c + y - 1) = 0 
3x + 6y - 15 + 14x + 7y - 7 = 0 

7- ' • . 17iK: + 13y - 22 = 0 " ' . " . 

y en el capftulo l4 vimos que la gr5fica de cualquier ecuacieJn 
de la forma Ax + By + C « 0 es una recta, cuandp por lo 
^ menos uno de los coef icientes A 6 B es distinto de cero. 



ERIC 



15-1 " / . .-484- • • 

■ ■ J ' ' ' ' 

Supongamos que empleamos este mStodo para hallar la 

ecuacitfn^ de una tec ta -que pasa por el pua to de in toyaeec^^-^e 

las grificas de las dos ecuacione^ en el problema 1(e)' d^l 

Conjunto de problemas 15-la: 

5x - y +.13? = 0 

X - 2y - li « 0 . / „ 

* " -I 

SI no se Interesa alguna recta en particular, pod^ios multiplicar 
por niimeros arbitrarios. Si escpgemos 3 y -2 como multiplica- 
dores, obtenemos la ecuaci<5n: ! 

3(5x - y 4- 13) + <-2)(x - 2y ~ 12) - 0. * 

Supongamos que ^el punto (c, d) es el punto de inter secci&a 
de las grJificas de las dos ecuacitmes dadf^s.' GcMmo el punto 
(c, d) est^ en ambas grSficas, sabes que / » 

5c - d + 13 = 0 y c - 2d - l'2 » 0 
es un enunciado cierto, ^Por qu€? , " * * 

Sustituyendo en el miembro izquierdo de nuestra nueva ecuaciQ 
las variables x, y por c .x ^> respectivamente, obten^pips 
. ' 3(5c - d + 13) + ('•2)(c - 2d - 12) - 3(0) + (-2)(0) - 0. I 

Por consiguiente, sabemos que si' las grSf icas sjde las dos ecua- 
ciones originales se inter secan en punto' (c, d), la nueva reel 
tamibi&i pasa por (c, d), aun -cuando no sepamos qu€ punto es 
(c, d) . / ^ ♦ •« ^ 

En general, podemos decir: 

. Si Ax + By + C = 0 y *Dx,+ Ey + F » 6 ' . 

* , . , ^ . 

Tson las ecuaciones*^de dos rectas que se inter- 
secan en un solo-punto, y si ademSs a, b son* 
nt&ieros reales, eptonces ' * 

• • ' .a(Ax + By + C) + b(Dx + Ey + F)* » 0 . 

es la,ecuaci<5n de una recta que pasa por el punto 
de interseccldn de las^dos rectas originales. 
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Ahora que dispcmemos de un m^todo para hallar las ecua- 
clones de rectas que pasan por el punto de tntejrsecciiSii. de dos 
rectas dadas, veamos si podemos escoger mfis cuidadosamente 
nuestros aiultlplicadores a ^ b, de manera que podamos obtener 
las ecuaclones de rectas paralelas a los ejes coordenados. 

Tuyimos dificultad al tratar de determinar el conjunto de 
valtdez del sistem^ de ecuaclones 

5x - y + 13 » 0 
X - 2y - 12 » 0 
mediante la inspecciSn de la griflca. Veamos si^este nuevO 
enfoque nps 'ofrece alguna ayuda. Escribe el enunclado ' ^ 

.. a(5x - y + 13) + b(x - 2y - 12) = 0, 
Selecclonemos a igual a 2 ' -y" b igual a -1, de manera que 
los coeficientes de y resulten opuestosr 

(2)(5x - y + 13) + (-l)(x - 2y - 12) = 0 
. lOx - 2y + 26 - X + 2y + 12^ = 0 

9x + 38 = 0 

2 
*9 



X + = 0 



Esta tlltima ecuaclfin representa" la recta, que pasa poi;- el 
punto de mterseccitfn de las gr5ficas de las dos ecuaclones dadas 
y es paralelag^al eje y. VolvamoV atr^s y escojamos nuevos . 
inultlplicadores que nos den la ecuacifin de una recta que pasa per 
el punto de inter seccian y es paralela al eje x. ^Qug raulti- 
plicadores emplearemos? Puesto. que deseamos que los coeficientes 
4e x~ sean opuestos, escogemos a = 1 -5: 

(l)(5x - y + 13) + (-5)(x - 2y - 12) - 0 
5x - y + 13 - 5x + lOy + 60 p - 

. ' 9y + 73 = 0 " ; * 

' . y + 8^ - 0 ; . 
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Ahora tenemos las ecuaciones de dos nuevas rectas, 
+ 4^ = 0'^^ ''y + 8^ ** 0"^ cada una, de las cuales pasa por el , 

putrto de inter seccitfn de las gr^ficas de las dds ecuaciones ori- * 
ginales. ^Por que? Estd ^reduce nuestro probl^a original al de 
hallar e! punto de intersecci6n de estas nuevas rectas-/ ^Te 
das cuenta de qu5^4)unto as? Entonces, vemos que el conjunto de 

validez del sistema 

5x - y + 13 0 
K - 2y -12 = 0 

1^*^^ "^^^i* V^^if^^^l^ comp^obando que estas coordenadas 
satisf^cen a ambas ecuaciones, 

Ahora disponemos de un procedimiento para resolver cualquier 
sistema de dos ecuaciones lineales, Escogemo^ los multipllcadore^. 
de manera tal que obtengauios un sist^a equtvalente de rectas que: 
sean ujia vertical .y la otra horizontal. Con la prSctica, la / 
el.ecc±6n de, los multiplicadores se nos hafg.fltcil. / 

* Considejra otro^ ejemplo: Tres veces fel mSs pequeiSo de dos\ 
niSmeros es 6 unidades mayor que el doble del m5s grande, j^tifes* 
veces el m5s grande de los nijmeros es* 7 unidades mayor que cua tiro 
veces el m5s pequeflo. ^Cuiiles sonnies niSmeros? . . 

El TiAn^o menor x el mayor y deben satis facer al enuw- 
ciado abierto - , , 

3x = 2y + 6 J 3y = 4x + 7 . 
Este enunciado^s''*€*g[ui'\j;ai«lEite a 

3x - 2y - -6 = o/_y Ax - 3y + 7 » 0.,. l . 

Escoge inwltij)ficadores de manetva tal^ue'los coeficrenjtes de x 
sean opue^os. Para ^llo sirven 4 y --j^. " \ 

4(3x - 2y V ,6) + <r3)(:^x t 3y + 7) - ol 

12j^3%y - -24 -'12x + 9y - 21 » o \ 

• y - 45 = 



; * Ahora podrfamqs escoger muttiplicadores,; dV manera que^ ;los>. eoefij- , 

• ..cientes de . y fueran opuestos. Otro modo de hallar la^ re^^a. 
:r:*^j5ue paia por el punto de inter secci^^n.y es paraleU al^eje ^ 0?^'; . ' 

• " es'el'sigui^te; En la recta "y - 45 ? 0'-' tiSp .f«tto ' tl^e . 
. >tdenada tgual a 45. Asf, pues, la ordenada delitl^J^^^^^^^^^^ 

V intersecclSn es 45, La soluci6n, del^lenunclado ' "3x - '2y - 6 * 0" 
con. ordenada igual a 45 se^^ibti^U^ resolviendcel Bnunciado, 
"3x ^ 2(45) -'6 « 0" 6 su equivalents, "x.-'32 s« 0". for consi- 

' guiente, el enunciado "3x - 2y - 6 » 0 x 4x - 3y + 7-0" es 
equivfflente al enuhciado "y - 45 - 0- ^1^^ " P"v -^^^^ ®^ 
Hcil leer ;sin m5s la''«oluci<Sn del sistema como' (32, 45) . 

En el eiemplo anterior, ^cull ser5- la soluci6n del enunciado 
"4x - 3y + 7 •= 0".' con ordenada 45? ^xijiporta algo en qug enan- • 
ciado asignainos a 'iSi el valor de 45? ^ ' > ^ 

Eiemplo 1» Halla'er cdnjunto de validez de:c 

|"2x +'5y « 16 . 

nx -^y - ''^ .= 0 . , • * 

. 2x + 5y^- 3.6 =^ 

l(i;x - 3y - 6) - ^(2x + -5y ^L^) = "0 * 
itx - 3y - 6 -'i^x - lOy + 32 = 0 , ^ 
/ ^ - l3y •+ 26 = 0 , 

» - 26 = 13y • ^ 

2 =,y ' ' 



]Pox^ Ip tantdj^ el emu^ciado "x « 3 ^ y •» 2" e| equlva- 
iettte al enunciado original. , 
151 con^imto de validez es {(3^ 2)) , 

Veri^ca^i^ii: . IzquiArda Derecha 

Primfera clfiusula: 4*3 - 3«5 «^12 - .6 

,'»«=• 6 ' 6 

Segunda cHuswla: 2*3 + 5*2 » 6 + 10 

' * ' -16 . 16 



E.ieritp'lo 2. Resuelve: 



3x 5y + 2 
•2x m 6y + 3 

- 2-0 
3 *» 0 



r2x - 6y - 



. 6(3x 5y - 2) - 5(2x - 6y - 3) = 0 . 
I8x ~ 3Dy'* 12 -,10x + 30y + 15 - »0 

' ^ ' 8x + 3 0 , ' 

f • 8x « -3 "~ 

^2(3x - 5y.- 2) - 3(2x - 6y - 3) = 0 " 

6x - .lOy i 4 - 6x l8y + 9 = Q._. • 
* 8y + " 5 - 0 

8y » -S » 
" * . ' ' • I V - y =" " 

Por lo tan to, el enwnciado "x = - 4 2. y " - 4" es equiva 



iente al enunciado original.- 
La soluciCn es ^~ "g » ^ 
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Verlficact&i: Jzquierda ^ Derecha 



Prlm^ra cWusula:' ' 3 (- |)- - | *5(- |)+ 2'- - -f + f 



\ 8 



Sepnda clausula: -2 ^- |)« " | (" 1)"^ ^ ' X^^^^ 
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^ Coniunto 4e problemas IS- lb 

Poj: el mStodo que acabamos de desarrollar^ halla el <^onjunto 
'de valldez de 'cada nno de los sigutentes sistemas de ecuacio- 
nes. Coil referjencia a sistemas .dif ©rentes ' de ejes, construye 
las gr^ficas de cada par de ecuaclones en (a) y (b) . 

(a) /3x- 2y - 14 - .0 (f) (y « 7x 5 
|2;c+3y+ 8»0 I4x « y - 3 

(b) f5x+2y- 4\ <g)r3-5x«0 
\3x - 2y = 12 I l3y»x-6 , 

, (c)f5x-y-32 I + y - 2 

][x - 2y - -19 " 1 o 



3x - 2y- 27 ^ 3 

2x - 1y » -50 



(i) f 7x - 6y - 9 ' 

.(e) fx + y - 30 « 0 ^ 1 9x - 8y » 7 

|x - y + 7 = 0 ' ^ 

Para resolver nti sistema de ecuaciones, tambl'&i podemos 
emplear las operaciones con ecuaciones expuestas en «1 
capftulo 13. ^;l mltodo resultfinte es esencialmente el mismo 
que el anpleado eii los casos que acabamos de ver. Por eiemplo, 

considera el sistema: 

f3x - 2y - 5 =• 0 

X + 3y - 8 » 0 • .P 



y supdhn que (c, d) es la solucitfpi del mismo. fintonces, 
cmdm tiiia de la$ .sigaiente? ectiaclones es cierta: 

" , 3c ,r 2d - 5 » 0 ^ 
. . , c + 3d - 8 = 0 . 

... . a(3c - 2d - 5) = e(0) 

, , 2(c + 3d - 8) =s 2(0) 

9,c C 6d 15 = 0 
- . 2c + 6d l6, = 0 . 

11c - 31 = 0 

•51. ' 

• , C = . 

* 11 . , 



TambiSn, 



3c - 2d - 5 = 0 
-3(c +■ 3d - 8)-« -3(0) 

3c - 2d - 5 = 0 
'-3G - 9d + 25 = 0 ^ 

-lid + 19 = 0 



De modo que si hay una soluci<5n para el sistema 

- 2y -5 = 0 



fax 



+ 3y - 8 



^ entonces esa soluci6n s&c^ -j^) • Debetnos veifif icar 

- en ef ecto €sta es una wBoluci<5n * 



3(|i).- 2(1|) - 5 = 0 

11 . ^ir 



^Son ciertos esos enunciados? 
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.A menudo a este mitodo de resolver sistema^ .ecua- 
cipnes. se le llama i ^tocto-4e? r^uccign- o tambi^n m^todo de 
combinaci^n lineal coti coeficlentea determinados . Utilfzalo 
l]>ara ballar el conjvttito de valldez de cada uno de los 
sistemas si^ientes:, ' • * * 

Traduce en emmciados abiertos con dos* variables cada uno de 

los siguientes. vEn cada caso, balla el conjunto de yalidez. 

(bO ^^ara un jueg6 de baloncesto se vendieron tresciento 
once boletos/ algunos para estudiantes y otros^para 
adultos. "tos boletos de estudiantes *^se vendfan a 25 
centavos cada uno y los de adultos a 75 centavos . cada 

* * uno. El total de dinero recibidb fue $108.75. '^CuAitDS 
boletos de estudiantes y cuSntos de adultos se vendieron? 

(b) La familia Alvarez Wendr5 de visita, y nadie sabe culntos 
bijps. tienen/ Elsa, una de las^bijas, dice que iiene 
tantos hermanos como hermanas; su .hermano Jaime dice 

que tiene dos veces tantas hermanas como hermanos. 
iCu5ntos hijos y. CuSntas hijas hay en la familia Alvarezt 

(c) Los aiuranos de cierta escuela compraron sellos de tfes 
y de cuatro centavos para enViar por correo boletines 
a'^Sus padres.. Si compraron/352 sellos a un costo total 
de $12.67, ^culintos sellos cpmpraron de cada clase? 

(d) Un pagador de un barico ^«he.l54 bil.leties, algunos de 
un d<5lar, otros de cin^ ftSi^es. El cree que el ^alor 
total de los billetes es de $465, ^HaJteS contado correc- 
tamente su dinero? 

Halla el conjunto de validez- de cada uno de los siguientes 
enunciados abiert&s corapuestos. En cada caso construye las 
gr5ficas. iTe son ^stas de ayuda en las partes (b) y (c)? 
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- U) X » 2y + 6 •» 0 y 2x + 3y + 5 » 0 \; 

(b) 2x*»- y -5-0 y 4x '- 2y - 1*0 = 0 

(c) 2x + y - 4 - 0 y 2x + y - 2-0 I 

5» HaXXd la ecuacidn de la recta que pasa por el origen y por 
el punto de interseccl$m de la« rectas. 5x - 'Ty - 3 » 0 2. , 
3x - 6y + 5 » 0^ CSugerencia:. ^Quig valot deberi; tener C 
para que jftix + By + C « 0 sea una recta que pase por el 
c . origesn?) 



En fel problema 4 encontraste algUnos exiun^iados abler tos ^ 
compuestos cuyoe conjuntos de validez no conslstfan en cada caso 
en un solp par ordenado de nCianeros. ^Guiles eran tales enunciados? 
Examinemos en detalle cada uno de ellos . .. 

En el enunclado abierto ' , - 

"Zx - y- 5 » 0 • 4x - 2y - 10 = OS 

... , , ■ " '■ • • , , 

obseryamos que '"4x - 2y - 10 «= 0" es equlvalente a 

2(2x y - 5) r 2(0); 

de mode que ten^os que las grSf icas de ambas cl^usulas son 

Idfotic^s, como ipuestra la flgura 3, y las rectas tienen muclios 
puntos en conriSn. 
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Di'^cujfles son algunos de los pares de 
n<&oieros del conjunto^ validez del 
enunciado Gompuesto* ^Es el cen junto 
,^de validez un con junto finito? iC^& 
sucederfa, si trataras de resolver 
algebralcameiite el enunciado abierto? 
^Ppr qu4 falla el m^todo? 
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_^ * Figura 3 

El enunciado compues to "2x + y - 4 = 0 z 2x + y - 2 » 0*.^ 
presenta una condicitfn un tarito diferenLte. Eicpresando cada 
clausula en la forma en y, 4enemos 

y = -2x +4 i y ■ + 2 . 

. 1^$! es la pendiente de la gr$f ica de 
cad|a tana de estas ecuaciones? iCu5l es 
la ordenada en el*origen? Vemos que las 
gr^ficas son dbs rectas pkralelas, como 
xnuestra la figura 4, y no hay pun to de|| 
interseccifin . En tal caso, el conjunto 
de validez del entinciado compuesto es el 

Si 

conjunto vacfo. iQu^ sucede si tratamos* 
de resolver algebraicamente el enunciado? 
jPor qu^?. 




Figura 4 
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Trattemos resumir lo que hemos ohser-vado: , Ell conjunto de . 

• ' / > • " ■ , " ' . ■. 

valldez de un enuncia>do abier,to compuesto en dos variables, que 

lleva la conjuncifin "y", puede consistir en uti par ojrdenado, en 
muchos paras ordenados^ o en ningdn par ordenado*^ Correspond! en- 
ten^ente, las grSf icas de las dos cl^usulas del' enimciad(| abierto 
pueden tener un punto de inter secci6n, muchos puntos^de inter- 
secci6n o ning<ln punto de inter seccl^n* - 

EJempdo 1- 

* Ecxjaciones Gr^ficas 

'^Las dos rectas que cons'ti-* 
*tuyen las griff icas de las 
cl5usulas tienen un punto de ^ 
inter seccidn> ya que Is^s pen- 
dientes de las rectas no son 
i^uales. La gr^fica del conjun 
, de validee es un solo {>unto^ 
(5,2): 



Las gr^ficas de las dos 
cl5usulas del enunciado abierto 

coincident ya que las ^rectas ^ 
tienen la misma pendiente y la 
nados cuyas coordenadas satisfacen niisma ordenada en el origen. 
a la primera fcuaciSn, (Observa ^^^^^^ completa constituye Ir 

que la segunda clausula se obtietie gr^ica del conjunto de valide> 
si se multiplica por 2 cada 
mietnbro d« la primera clausula 

del enunciado abierto original •) v.. 



.2x -3y*^4 ^ x + y= 7 
y - |xr- I 2 f y - -X + 7 

El conjunto de validez es 
{(5, 2)>. ^ 




Ejemplo 2 • 

2x - 3y = 7 ^fH^' 4x - 6y = 14 

, 2 7 " 4 14 

El conjunto de validez con-- 
siste >en todos los pares orde- 



Eiemplo 2« 

Ecuaciones' . * . Grliflcas 

i 2x - 3y *» 7 '2 ^ " " ^ gr^ficas de las dos 

1^ -1 « \, = -"■'^ clSusulas' del enimciado 

, y * . 3* 3 2 y 6^ 6 ' 

abierto son rectas paralelas, ;^ 

. El conjunto de*valide2 ,eS".0, . . ■ . 

^ porque tienen la misma pen- 

^ , diente p§ro sus ordeciadas en 

* > ^ ' el origen/sm diferenfces. I»a 

I grifica del conjunto de valtdez 

, no contiene punto alguno. 

En er ej-emplo observa que los*'*ooeficientes de x, y, en 
la ^cuaci&i uS^k - .3y = 7 est^n relacionadb^- de manera s^ple con 
los coeficientes en lii ecuacidn 4x - 6y « ^: r ■ 

2«='|.(4) y -3«|(-6), - 

En general, se dice que los ndmer<|s reales A y B son proper^ 
cionales k los ntberos reales* C y D- si exis^te un ntfmero real 

k, distintb de cero, tal que / . 

A - kC ./y / B « kD. • 
Asf,vpues, los niSmeros 2 :^-3 son proporcionales a 4 y -6, 
siendo k igual a Siy'dos rectas son paralelas, iqu€ podrfas 

decir acerca de lo& coefi/ientfes de x, y en sus* respectivas 
ecuaciones : . f . . 

Otro modo de expre^ar que A^ y B - son proporcionales a C 
y D es decir que las raaones 



» son iguales, o que 



A Y J 
:c ^ D 



A = B 
C D 
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' Conjunto de problemas 15" Ic 

Construye- las gritf icas de los enunciados abiertos en los 
ejemplos 1 al 3 de la p^gina - . Halla algBbraicaiaenjie 
^1 conjunto de validea del sistema en el ejemplo 1. 

Resuelve ios siguientes enunciados abiertos compues^os , 

(a) y (b), construye las grificas. / * 



Bn I 



(a) 3x + % - 13 = 0 

(b) X + 5y - 17 = 0 

(c) 5x - % + 2 « 0 

(d) 12x - 4y - 5 « 0 

(e) 'x - 2y 5 » 0 
1 / 6x 3 



y 5x - 2y + 13 a 0 
y- ,2x - 3y - 8 a 0 
y lox -*8y + k ^ 0 

y 6x + 8y - 5 = 0 

2 3x - 6y - 12 = 0 
2Ax 



Consider a el sistema, 

- y - 7 

2y - 4 « 0 

Sup45n que escribimos en la forma en y cada una de las ecua<>' 

\ V y 

cionep y que 'cons truimos su grSfica, 
y = 2x - 7 



( 2x - 
|5x + 



y y 



- 4x + 2. 



^En qu$ pun to de la gr^fica de este 
sistema son iguales los valores dye y? 
^Cui!l es el valor de x en este pun to? 
Si igualamos los valores de y en los 
dos enunciados, obtenemos el enunciado 
abierto en una variable, ! 

■ 2x - 7 = V |x> 2. 
El conjunto 4e validez de este enunciado 
es {2}. Utili?;ando este valor para x en 
cada uno de^lds enunciados abiertos escritos 
ya en la forma en y obtenemos: 




Figura 5 



y«'2(2) - 7 y = - |(2) + 2 



y «^ -3 . y » -3 ; 

iPor, qu^ obtenonos en ambos casos « -3"? Por lo tanto, 
si el exttmciado abierto compuesto "2x - y - 7 O ^ 
5x + 2y - 4 » 0" tiene una 5oluci<5n,« Ssta deberS ser 
(2, --3),. Veriflca que (2, -3) es la soluqi^n. 

* , Sup<5n que ^acor tamos un poco nuestro trabajo escribiendo ' 
en'la forma en y la primera eciiaci<5n solamerite: 

-y « 2x - 7 . ^ 

Brttonces reemplazamos a y en la segunda ectiaci&i por la 
qxpresitfh "2x - 7"* _ 

5x + 2(2x'- 7) - 4 « 0* ^ 

Procedemos a resolver este enunciado abierto en una variab!]^ 

5x + 4x - 14 - 4 « 0 

9 x - 18 »^ 0 > , 

EntonceS) i 
^ y * 2x - 7 = 2\2) - 7 - -3 



de modo que (2, -3) es la posible solucitfn del .sistema 

- y - 7 = 0 
2y - 4 f O/ 



f 2x - 
^5x + 



El m^toodo que acabMOos de describir en el que "se despeja 
en una de las ecuaciones la variable y", sustituySndose luego 

su valor en t^rminos de x en la otra ecuacitfn, se llama 
m^todo de sustituci<$n . Resuelve cada uno de los siguientes 

sistemas empleando aquSl de los m^todos anteriojres que 

parezca m^s apropiado: 

/ X /3x + y + 18 = 0 /^N 4" 5x .+ 2y- 5 « 0 

|2x - .7y - 3H = 0 ^'^M X - 3y - 18 « 0 

(b) K=l^/^ Miit^zl^ - 



~|X 4- 



\ 



l^i 5x + 2y - i< = 0 i 
^^f' >lOx + V - 8 = 0 



X m '^y - 

y = -fx 
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Como hemos vlsto, el conjmito de yalidez del enunciado 
abierto compuesto 

Ax t By + C = 0 y Dx + Ey H- F =' 0 , - 

puede consispir en un par o'rdenado de niiimeros, muchos paires 
ordenados o ningiiSn par ordenado. \ * . 

(a) Si el conjunto de validez "consiste en un par ordenado, 

iqai podrfas decir acerci de las gr^fica,s de las' 

cl^usulas? - 
0>) Si el cotijunto de j^^lidez consiste en muchos pares orde* 

nados, iqu^ podrfas decir acerca de las grSficas de las 
* dos cl5usulas? iSeirlb equivalentes las dos cl^usulas 
/' del envmciado compuesto? . 

(c) Si ei conjunto de validez es |&,^c6mo estarSn rela- 

cionados los coeficientes de x, y en las dos .clSusulas" 

* >, " 

'iQu5 podrfas decir acerca de las grSficas de estas 
cl^usvilas? 
Consider a el si sterna 



4x + 2y - 11 = 0 
3x - y - 2 « 0 

Determina su cqnjunto de validez de cuatro maneras diferehte 
Resuelve de una manera cualguieta los sistemas siguientes. 
En cada caso explica por qu^ escogiste ese mStodo en parti- 
'cular. ' ' - . 





Viix - 2,(3y - 1) - 2 



(g) 



/ 5 - (x + y) = 2y 
] 2x - t3y + 1) = 1 



/h\ i 7x - y 

fA\ / 3x - J^y - 1 = 0 S 3x + 11 

1 7x + Hy - 9 = 0 „ ^ 
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lly = 92 



Eft los problonas 7-17, traduce en enuhciado,s abiertos, halla 
el conjunto de vaiidez y contesta la pregunta correspond! ente . . 

7. Halla dos nAneros cuya suma es 56 y cuya diferencia es .18. 

8. La: suma de las edades de Sara y de Jos5 es 30 aftos. De 
aquf a cinco aKos la diferencia entre sua edades ser^ 4 afios. 
jQuI edad«.tiene cada. uno ahora? 

9. Un comerciante tiene para la venta anacardos a $1.20 la » 

* libra y almendras a $1.50 la libra. ^Culntas libras de \ada 
clase'deber^ utilizar para obtener una mezcla de 200 librj 
para venderla a $1.32 la libra? 

10 . En cierto ntfinero de dos dfgitos. la cifra.de las unidades es 
uno m5s que dos veces la de^las decenas. Si al ndmero le 
sumamos la cifra de las utvi'dades, el resultado 5er5 35 mis 
que tres- veqes la cifra de las deCenas. Halla el niJmero.- 

It. Hector pesa 80 libras y Federico 100 libras y juegan en un 
bala^cfn de p pies de largo, cada *uno sentado en un extreme . 
Ik qu€ distancia del punto <Jie apoyo se encuentra cada uno de 
los. muchachos? 

12. Dos muchachos juegan en un balancfn. Uno estS a 5 pies* del 
fulcro (ptlnto de apoy^) y el otro a 6 pies del mismo. Si 
/ la suma de los pesos de los muchachos e^ 209, ^cu^nto pesa 
cada uno? 

11. Un bote tarda 1-| horas en nav%ar 12 millas a f avor de la 

. corriente y 6 horas eh tegresar. Ha^Lla la velocidad de la' 
corriente y la velocidad del bote .en agua estacionaria . 

14. Tre^ libras de manzanas y cuatro libras de guineos cuest 
$1.08, mientras que cuatro libras de manzanas y tres libra 
de guineos cuestah $1,02. , iCuSl es eL^pr^io por libra de 
las manzanas? iY de los guineos? 

15. A y B se encuentran 30 millas distantes entre sf . Si 
salen al misflio ti&npo y caminan en la misma direcci(5ni al 
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' cabo de, 60 horas A alcanza a B, Si caminaran ei; ^^o 

hacia^l ptro\ se encontrartaa en 5 Tipras. iCu^l es la 
.. ' velQcidad de'cada uno? 

16. Se va a mezclar^-una soluci^n que contiene 90% de alqohol con 

^ una cpie conti^e 75% para obtener 20" cuartjillos- de una 

solucf^A al-78%. ^CuSntos cuartillos de la spltici^n al 90% 
se deberSn' utilizar? ' 

17. En una carrerji de autom^viles de 300 millas;, el conductor 
del automiJvil A le dip al conductor del automdvil B- una * 
ventaja inicial de 25 millas y a4n asf termini(5 la carrera 
media hora antes que su rival. En una segunda ptueba. el 
conductor de A le dio al<j|conductor de B ima .ventaja * 

, inicial de 60 millas y esta vez perdi6 la carrera por 12 
minutos. ^Cu^l fue la velocidad media en millas por^^ra v 
de cada jinp de los dos autom<5viles? 



15-2, Sistemas de inecuaciones .it 

En la secci&i 15-1 d^finimos un sistema ,de ecuaciones como"' 
un enijinciado abierto compuesto en el cual dos ecuaciones est&i 
co^iectadas por la eonjunci<5n "y" . Tambi^a introdujimos una 
notacidn para esto. Extendiendo la idea a kas inecuadSBbnes; 
considereinos sistmas ^como los siguientes: 

♦ |2x - y - 3 > 0 . I X + 

(c) iCu^l serf a la ^5fica de x + 2y - 4>0? Recordarj^s 
que primero construimos la gr^fica de " 

X + 2y - 4 = 0, 



- 2y - 5 »s 0 
3y - 9 0 




^ Fi^ra 6 / 

•^^^^ ^ * 

dibujando una rectA^d^ trazos a lo. largo del borde. 

<. . . ' « ■ . , ' ■ 

iPor quS? Luego sombreamos la regi(foi> por encima de 
la recta, ya .quia la gr^fica de. "x + 2y - 4>0", 
es decir, de ""y > - -fee + 2", consiste en "todos 
aquellos puntos para los cuales la ordenada es mayor ^ 
'que "dos m5s que el prodi^cto de - -i y la abscisa ♦ 
Anil-ogamente, sombreamos la regiiSn' donde "y < 2x - 3 . 
Esta es^^la regitfn por debaio de la^recta cuya ecuaci(5n 
es "2x - y - 3 = pl^. ^Por qu$ t^bi^n en este^caso 
se dibuja" i^na recta de trazos.? ^CuSndo se deber^' 
dibujar una recta, '^lieha como borde?;. ^ * 

' *Toda vez que el conjunto de vali,dez de un emm- 
ciado abler to cobipuesto que lleva la coiij\incidn 2 
es el conjunto de elementos comunes a' los conjuntos 
.validez de las 'dos clfiusulasL, se deduce que el 



\ 4^ 
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conjunto de. valiiez d^l sistema (a) es la r^i<5n 
^ dobleaoaente sombreada en la figura 6» ^ • 
(d) iCail serfa la gr^fica de un sistema que consiste en. , 
una ecuaciijn una inecuaciSn, como es el caso en el 
ejeroplo (b)? ^Culil es la- grlf ica de "3x - 2y - 5 = 0"? 



6 




^SerS la gr5f-ica de "x 4- 3y -.9^i 0" la regilJn por 

encima de<,o la region por debajo de la recta 

X + 3y - 9 0? 

iEstar5 incluida la recta? Estudia curdadosamente 

la figura 7 y describe la grSfica del sistema „ 

- 2y - 5 0 . * 

3y - 0 



7 y descrxl 
fox - 
. X + 
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* ♦ ' , S ♦ 

■ Ccmlutito de probleaias 15- 2a 

Construye- Xas gr^flcas de los conjuntos de validez de los 
slgulentes slstemas: ""^ . - 



y > 8 



f6x + 3y < 0 
^ I Ux - y < 6 

- / 5x + 2y + 1 > 0 
^' |3x - y - 6 « 0 



2y = -1 



5. 

6 



/ 2x + y < 
r2x + y > o 

{ 2x + y > 
2x + y < 

■I 



6 



2x - y ^ 
i^x - 2y < 8 



' Consl-deremos la gr^f ica del enunciado abierto compuesto^ 

x-:/- 2>0 5 x*+ y - 2 > 0. 
Primero dlbujamos las gr^ficas de las cl^usulas "x - y - 2>0" 
y "x + y - 2 >0"./ \ 



« * 




Figura 8 
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Luego, recordaittos que el coi^unto de validez del eniinciado abierto 
compuesto que lleva la conjunciSn o es el conjunto de todpte 
los elementos de cualquiera de los conjuntos de validez^de las 
doa clSusulas del eriunciado. Por Ip tanto, la grfiflca del enun- 
dado abierta compuesto en con|^.deraci<5a incluye toda la region 
sombreada en la figura 8.^ " 

Conlunto de probl^aS 15- 2b 

Construye las gr^ficas de,lps conjuntos de'validez de los 
siguientes enunciados: -» 

1. 2x -F y 4- 3 > 0 6 3x + y + 1 < 0 

2. 2x + y + 3 < 0 6 'Sx - y + 1 < 0 ^ 

3. 2x. i- y^+, 3 ^- 0 <5 3x + y + 1 > 0 * / 
2x + y+ 3>0y .3x-y + l<0 



Para completar el cuadro, conslderemos el enunciado abierto 
compuesto; . ' I ^ 

(x - y r 2)(x + y - 2) > 0. 
Recuerda que "ab>0" significa que "el producto de a b es 
un ntfoiero positivo" . ^Qu^ podeoftos decir acerca d^ a y de b 
si ab>0? Asf, pues, tenemos dos posibilidades: 

x-y-^>*0 X x+y-2>0, 

jo tambi^n 

X - y - 2<0 X X + y - 2 < 0. 
&i la figura 8, la gr^fica^de "x - y - 2>0 2 x + - 2>0" 
es 1^ region doblemente sombreada, mientras que la gr^fica de 
_ y » 2<0 X + .y - 2<0" es la regiSn sin sombrear, De 

modo que la grifica de 
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(X - y - 2)(x + y - 2)>0 
consiste en todos los puntos contenidos en estas dos r$giones 
del piano • , 

. iQag ireas constituyen la gr^fica del enunciado abierto 

(x r y - + y - 2)^0? , • 
(Si. ab <0, ifl^€ puede decirse acerca de a y de^ b?) ^ 

Fara ^effuanir, hacemos una lista de los siguientea^ pares de 
enunciados equivalentes (a j b son n^eros reales) : 
' ab = 0 : a = 6 ,6 b = 0 . • 

ab > 0 : a>0 y b > 0, ^5 a<0. 2^b<0, 
ab < 0 •: _a > O y ; b < 0, d a<0 y b>0. 

Veriflca estas eqalvalencias ref iri&idote a la definicidn ^iel 
product© de mdtmeros reales. * ^ ♦ 

^onlmtto de problemas 15-20 

1. Construye las grlficas de los conjuntos de validez^los 
sigulentes enunciados abiertos: 

; (a) (2x - y 2)(3x + y - 3) > 0 . 
<b) (x + ^ - 4)(2x - y - 3) < 0 
(c) (x + 2y - 6)(2x + + > 0 
(h) (x - y - 3)(3x ~ 3y -9) < 0 * 

2. Construye las gr^ficas de los conjuntos de validez de los 
siguientes enunciados abiertos: 

{b) X - 3y - 6 = 0 y 3x + y^+ 2 = 0 ^ • 

(b) (x.- 3y - 6)(3x + y + 2) = 0 

.(c) X - 3y - ,6>0* y 3x + y + 2>o. 

. (d) X - 3y - 6 < 0 ^ 3x + y 4. 2 < 0 ^ 

^ ^(e) X - 3y - 6 > 0 y .3x +^ + 2 = 0 

/ \f) X - 3y - 6 < o^^6 3x + y + 2<0 



(e) X - 3y - 6 « 0 6 3x + y + 2 ^ 6 ■ . 

(h) (x - 3y 6)(3x + y + 2) > 0 

(i) (x - 3y - 6)(3x + y + 2) < 0 ' . 

Construye la grlflca del con junto de validez de cada uno de ' 

los siguientes sistemas.de inecuaciones: (De nuevo, la Have 

■ /I ^ , ■ 

indica un enunoiado compuesto que lleva la conjuncidn y) . 
I 3x + 4y ^ 12 -^--^^^ 

^y^/3x_+ 8 • V 

tJn equipQ de :§itbo]y.se er^cuentra en la marca de las 40 yardas 
en su propio territprio; estS en posesl^ de la pelota, y 
quedan cinco minutos juego. La punti:^cidn es 3 a 0 a 
favor del equipo cpntraario, -El capit^n sa"5e que su equtpo 
tendrfa que ganar 3 yardas- cada vez que se corra con la pelota 
empleibdose en cada jugada 30 segundos. Puede ganar 20 
yardas con un. bu^n pase, lo-que tardarfa 15 segundos.^ Sin 
embargo, por lo general, s5lo completa uno.de cada tres 
pases » iQu5 combinacifin de jugadas prermitirf a asagurar una 
victoria, o cu^l deberli* ser la estrategia- del capitSn? 



' Problemas de repaso • 

Halla el conjunto de validez de "2k - 3 = 0" y construye 
si se considera como xma ecuaci^n con: 

(b) dos variables. 
Halla el conjunto^'nJ^validez de V fy|<, 3'* y consti^ye su 
gr^fica si se coVsidera como un. enunciado con-: 
(a) una variable, ^ (b) dos variables. 




Para cada mio de l?s siguientes pares de ecuaciones o Ine- 
cuaciones, decide si las dos. son equivalentes , y explica 

(a) x2 - 3X - 2 i X - 2 = 0 ^ X - 1 = 0 
<b) *- - 1 ; i / - 2X + 1 = 0 

(c.). xy > 0 ^ J X > 0 6 y > 0 

, \ y 2: ^ IL ^ i\ I 6 = 0 r y y + 3 » 0 . 

(e) X + y = 4 y 2 * 

Dadas las rectas cuyas ecuaciones- son 3x - 5y - 4 » 0 y 
2x + 3y + 4 * 0, ^cullesjfeon las ecuaciones de dos rectas 
cada una de las cuales contiene el pun to de intersecci^n de 
las dos rectas dadas, de modo^que una de ellas sea vertical^ 
y'la otra horizontal? 

Resuelve los siguientes sistemas y en cada caso indica por qai 
fescogiste un mStodo en particular: 

, X /2x^ 3y + 1 (d) J? = 

(a) <^k^\. 3y - 11 , / M Ix = 3y + 2 



(b) 



f .Olx - :02y = 0 * (e)/ = .2y + 
I X - lOy « 8 ^^^]^ y - X = -11 



|x - . 0 



[,'X - ^y - 2 * 0 ► 

(a) Ea^plica la rel^ciiJn que hay entre los coeficientes de 
las ''ecuaci^es de dos rectas paralelas. _ 

(b) Describe las pOsiciones de dos rectas si sus ecuaciones 

son Ax + By + C = 0' y Dx + Ey + F = 0, y ademis 

A„B«C ^ ^ 
D E F 
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(c) Describe las cond|piones que deben cumplir las pendien- 
tee de dos rectas para, garanttzar que ^stas teagan 
exactamente un punto en comfjn, i 

7.. Construye las gr^ficas de los siguientes enunciados: 

(a) ,y + 3x - 2 > 0 

(b) 2x - 3y + 3 > 0 • 

(c) y + 3x - 2 > 0 y 2x - 3y + 3 > 0 ' 

(d) (y + 3x - 2)(2x - 3y + 3) < 0 

(e) |y + 3x| > 2 

8. Traduce los siguientes enunciados lingufsticos eri enimciados 
. abiertos y resu^lvelos: , ^ 

<a) Determina dos enteros consecutivos cuya suma es 57 . 
I (b) Determina dos enteros tales que su suma sea 16,' y el 
1 duplo del primero sea tres unidades menor que el 

segvmdo. A 

■(c) La suma de dos n^imeros es 45 J Si el mayor se divide 
por el menor, el cociente ser5 4 y el res to seri 5. , 
Determina. los nifcierps. . " 

(d) Se van a mezclar dos clases de tabaco, una que se 
vende a $4.80 la libra y la otra a $6.00 la libra. * 
iCu&itas libras de cada clase deber^n mezclarse para 
obtener 20 libras que se venderltn a $5.50 la' libra? 



1 
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Capftulo. 16 
POLINOMIpS CUADRATICOS' ^ 



Jrjtficas de polinomios cuadrgtlcos 
En el capftulo 12 estudiamos por vez primera los jolinomios 
cuadrjlticos , esto'es, polinomios con una variable quejcontienen* 
el cuadrado, pero no potencias superior es, de dicha variable. 
Todo polinomio de esta clase se puede escribir en la format 



I 



I . Ax*^ + Bx + C, , 

donde ,A, B, y C son niSmeros reales y adem^s A # 0. ^Es ^ 
"-2(x + 1)^ + 3" un polinomio cuadrfitico? Por gritfica del 
polinomio Ax^ + Bx + C entendemo's la gr^xra del enunciado abier to 

y = Ax^ + |x + C . 
Podemos dibujar la grSfica de un polinomio cuadrStico marcando 

algunos de los puntos de la grSfica. 
Eiemplo 1. Dibuja la grifica del polinomio 

' ♦ x^t " 2x 3. , 

Hagamos primero j^a lista de algunos pares ordenados qiie satis- f 

facen a la ecuaciiSn . ' 

, y = x^ - 2x - 3. ' 



X 


• 

-2 


3 


-1 


2 


0 


1 


1 






— 


3 




y 


5 








-3 








3 


4 







I ■ 

Uena las casillas vacfas dei^sta tabla y marca luego los puntos 
correspondien^es con respecto^a un sistema de ejes coordenados. 
La disposici<5n de los puntos Sugiere que la grSfica tiene un 
aspecto parecido a la dibujada en la figura 1. 
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y 


-5 
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3 






















2 






















•1 




















J 1 




I j 




X 
































■Z 












































M 














^ , , Figulf* 

Maxcando mfis puTitos cuyas cpordenadas satisfagan a la ecuacidn 
puedes convencerte por ti mismo de qae la gr^fica efectivamente 
tiene la ^orma indicadav Una discusitfn m5s sistem^tlca de las 
formal de esas grSficas se explicarl en el capftulo 17. 

Con junto de problemas 16-la 
Dibuja las gr^ficas de los pollnomios siguientes: , ^ 



2x , para x entre -2 y 2. 



- 2, -para x entre -3 
U2 



y 3. 
y 3. 



.4 



3. - -ix + X, para x entre -3 

2 

2 

4. X + X + 1, para x entre -3 y 2. 

- - \ * 
2 \ * » 

5. X - 4x + 4> para x ^Btre -1 y 5. 

^ 2 ^ ^ ' * 

6* 2x - 3x - 5j para x entre -2 y 3. 

Habris observado que los problemas anteriores te requirieron 
bastante tiempo y esfu^;rzo» Adn asf , sfilb^-lograste obtener 
el aspecto g^^ral de las gr^i<:as-^ Tratemos -de desarrollar 
m^todo m&s preciso para dibujar tales grl!ficas. 

Emj^ecemos con el polinomio cuadr5tico in5s sencillo^ ^ ^'x 
(En secciones anteriores ya bemos locallsiado algunos puntos de 
la gr^i^^ft^^e *'y »^ x^".) Entonces vearaos en lo que difiere 
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esta grSfica de las de "y de "y - 2x2", 'de t,y ^ . 1^2v,.\ 

En general, icu^l ser5 la forma de la grSfica de 

y = ax*, 

donde'* a es un ndraero real di stint:© de cero?/ SI dibu j amos ' tojias 
es^s grSflcas con respecto a un sisteifta de ejes, podremos compa- ^ 
• rarias entre s£. A continuaciSn tenemos una. tabla que cottieiie 
, una lista d« valores de dichos polinomios para valores dados de xi 



X 


-3 


~2 ; 


3 


-1 


1 


-0.1 


0 


1 

"3 


1 


4 


2 


/ 










1 


1 
If 




0 




1 




li 








\ . 
\ 

8 ^ 


\ 


2 


1 

"2 




0 




2 




8 : 


■|18 


— — 

12 
2^ 




2 




1 
2 


1 
B 




0 




1 
"2 




2 


^ 


1 2 




-2 




1 

" 2 


B 




0 




1 

" 2 




•r2 





Llena las casillas vacfas. Laslgrlificas de la figura 2 se 
han dibuj ado mediant e ei|ta tabla. ^ , 
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Figura 2 ^ 
^ Conjunto de problemas 16-* lb 
.11. f6iaq puede&f obtener_l.a gr^fiea de "2x?" de la grSfica de 

27 ^C^mo puedes <^tener la griifica de Ix^" de la gr^fica 
de "|x2"? ' f 

3. Dibuja la grSfica de "5x^" para ,x entre -1 y 1. . ' 

4. Dibuja la gr^fica de "^x^" para^ x entre -10 y " 10, 

5. ^Ctfmo puedes obtener la gr^fica de "-5x " de la gr^fica de 
"Sx''"? 

6* Exp lica c<5n\o puedes obtener la gr^fica de ^'-ax^" de la 

2 

gr^fica de "ax si a es un nllmero real distinto de cero 

Ahora que ya tenemos una grifica del polinomio "ax para 
cual<^ier niSmero a distinto de cero, movamos horizontalmente 
esta grSfica para obtener grSficas de otros polinomios cuadr^tlc 
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Como un ejemplo, 4ibijj€m^s la' gr^iica de , * 

- 3)? . / . 

y veamos c&ao puede deducirse de la gr^fica de "-ix^"* Hagamos 
> * ^ *. . , 2 , 

,una llsta de coordenadas que satisfagan a la ecuacl(Sn 



X 

l^lena las casillas Ivacfas. En la figura 3 se muestm la relacidn 

I 12 
entre dicha grfific4 y la de "y = — x 
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-1 
-2 
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. Observemos que la grifica de y - ^(x - 3) tiene exactamente 

la misma foma que la grSfica de 

/ .12 .. , \. 



t5 situada 3 ujiidades a la derecha. Del mlsmo modo 

2it 



pero que est a situada J u^ 

.podrfamos/verif icar que la gr^fica de "y » 2(x +2)^" est5 
situada / 2* unidades a la izquierda de la grif lea de "y ^ 2x?" 
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y tiene la misma. forma que^stia* ^CAno obtendrfamos la grSfica 

^ y- .(x+ 3)^ . . 7' I 

partiendo de la grSfica de • 

. . 2, ' ' 

y - - X ? 



,Con1unto de problemas 16-lc 

1, Despu^s de cons truir una tabla de coordenadas de puntos, . 

dibuja cuidadosamente la gr5fica de 

■2 ' 

y « 2(x + 2) ; 
con respecto al mismo sist^na de ejes , dibuja la grSfica 

• . y = 2x2. » , . 

pe la figure deduce c&ao puede obtoierse la grSfica de ^ 
« 2(x + 2)^", partiendo de la grSflca de "y = 2x^". ^ 

2, En cada uno de los casos siguientes, describe c6mo puede * s 
bbtenerse la grSfiea de la primera ecuacitfn, partiendo de 
la grSflca de la segunda; 



5 



(a) y = 3(x + Uf 
.(b) y = -2(x - sf 
(c) y =. - |(x + 1)^ * . I = - O 




0 



(d) y = ^(x J y =^x2 

2 

3. Da una regla general para obtener Xa gr^fica de "y * a(x - h) 
partiendo de la grifica de- *y = ax donde 'a ]^ h son* nti- 
meros reales, a ^4), 



^ ;^Ahora, tapvamos^verticalmeiitfe las grificas de Ijds pollnoca?.os • 
fcaasidfera el politiomio. cuadritico, / ^ 



V. y comp^i^alo con l^grSfica, .que ya hemoS ol?teftid<^; de "^(x -*3) 
'^A continuaci6n tienes una tabla -de coord^nadas que satisfacen a 



1 

• X 




mi * 


,1 


3 


2 


- ^ ^ 


3 


13 




5. 










f 


* 








\ 

\ 


k 



(Pnobablemente habr^s notado que caja brdenada en esta tabla 'ifes 
: ^-unidades mayor que la ordenada corresponfiiente de la tabla . 
/ aiSteriw*) \. 



Una. vez m|s observamos que la forma la gic^fica nb ha 

cambiado, pero qup la grifica de * * « ' — ■ 

■ ; y -Ax .;3)^+ 2 V ' 
obttene moviendo la gr5f ica de" • . 

dos uilldades hacia arrlba, ^nllogamente, poddhos mostrar que 
la grSfica de "y - 2(x + 2).^ - 3" pued^ obtenerse moviendo ^ 

la gr^fica de ,y"y = 2(x + 2)^:" p i^nldades hacia abajo. 

Finalmente, notamos que las-^^grlf icas en las figuras 3 y '4 
tlenen exactamente la misnva forma, y que ppdemos bbtener la 
gr^fica de "y »« -|(x - 3)^ + 2" moviendo X& gr|fic« de "y « -Ix^" 

3 unidades a la derecha y 2 unid^des hacia art 




*Veremos en el capftulo 17, que siempre es j||^ble obtener la 
grifi^a de ! ' . 

, \ . y •= a(x - h)2'+ k , * , 

partlendo -de la gr^fica ^e 'J '\ ' ^ . . 

moviendo' la gr^fica de. "y ^.ax^" hortzontalmente * h unidades 
y verticalmente /k unidades. * * 

Esas grjSficas (de polinomios^ cuadrlticosj) .sq llaman parjfeolas 
El puBto mSs bajo <o el m^s alto) de la gr^fica se llama vgrtice > 
y la recta vertical que pasa per el v^rtice se llamia eje . Asf/ 
^el v^rtlce de la ;par5bola cuya ecuaci^n .es 

y « 2x ^ ^ 

§s ' (0, 0)^ y su eje es Ik recta de ecuaici^n x ^ 0, ^Cii^ias son 
el v$rtice y el eje de la parabola cuya ecuacitfn es 

y = l(x - v3*)^ + 2 . ' ' 
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, « . • . Conjunto de problemas 16 •» 

2 • 2 * 

Descr£be«e<5mp las grSficas de ^'y - x 3" "y x +.3«; 

pueden ser deducidas de la grtfica de *"y » x ". Dibuja las * 
tye? grificas referidas al mismo sist^ma de eje^ , i 
iC&ao se puede obtener la grifica de "y " 2(x 2) +3" 
de.la grSfica de "y = 2x^"? -Dibuja ambas gr5ficas referidas 
. al mismo sistema de ejes. . . 2 1 

Dibuja la p^irfibola cuya ecuaci<5n es "y (x>5j: 1) - • 

Describe c6mo se puede deducir esta gr^fica de la de "y ,» x ". .^ 
; Guiles son las' coordenadas de su v&ctice y cuSl ^s la ecuaci&i 

de su eje? • - f - 1 2 1 

Dibuja l*a"par5bola cuyd ecuaci^n es ,"y » -2(x + -) .+ ^". 

iCfimo se puede obtener . esta par 5bola de la grSfica de 

"•y » -2x^"? . ♦ • . • . 

Determina las ecuacioneg.de laa parSboUs siguientes: . ^ 

(a) La'gr5fica de "y « moyid^>5 .uHidades a la iz^uierda 
. y 2 unidades hapia abajo. ( 

(b) La ^r5f ica.de ' "y mbvida ,2 unidades a la izquierda 
\, * y 3 unidades hacia arriba • • . 

• (c) La grSfica de "y. - mcrvida*"| unidad a la derecj,a 

y 1 uni^dad baeia abajo.*, ^ • 

(d) > La gicltfica de "y = |(x + 7)? - movlda 7 unidades a 

la derecba y 4 unidades hacia arriba. • 
Describersin dibujarla, .la gr5£^/de cada un^ de las epuaciones 
siguientes: , • r ^ 

(b) y « - '(x +-3) + 1 . , ' . • . " 

(c) y =^^x'-'2)^ - , ^ , , 
(df y = -2(x + 'l)^.+ -2 ^ • * 
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16-2 • Porma canonica * ^ 

Memos aprendido a obtener rSpidaiaente la grfifica de . 
J 2 » 

"y ^ iK - M) - 4". Se -trata de la parabola que se obtiene^ al . ^ 

mover la ^rSfica de ''y « x " 1 unidad a la derecha y 4 uni- • 
dades hacia abajo, TambiSn observaftios que (x - 3) -4«x- - 2x - 3, 
para todo n&aero real, x» ^iPor consiguiente, hetnos obtenido la • 
gr^fica de la ecuaciSn • . ' 

« y « x^ - 2x - 3 • 

Supongamos que^ §e nos da la ecuacidn en la forma ^ 
"y' = - 2x - 3" en vez de' "y - 1)^ - iCSmo logra- 

ri^os llegar a e6ta segunda forma? Lo* que hay que* notar es que 
ega la seguhda .forma, ' x ^ entra s6lo en una expresiSn que es un 
cuadrado perfect© . Luego nos podefnos plante^r la cuestifin siguient 
^C^o podemos trans formar x - 2x ~ 3 en i«ia forma tal que x 
entre solamente en un cuadrado perfecto? . ;Recuerdas ,,este problema 
del capfti|.lo 12 en relacidn con* la factorizaciiSn? 

. JPodemos hacer^esto "retrqcediendo" a p^rtir "x - 2x - 3'% 
del modo siguiaci^e-: , , * 

^ -x^ - ^32x -"3 * (x^ - 2x ) - 3. 
Ahora pi?4gunt€ttnqs : ^Qu^ es lo^ que f^lta en el par^ntesis para • » 
logrW/vLTi cuadrado perfecto? . Evidentemente lo que necesitamosr es 
un iPor qu^?» Entonces tendremos 

\ x^ - 2x - 3 >^ (x^ - 2x + 1) - 3 - 1 , f 
' * ^ . ^ « (x^- 1)^ - 4 . 

^Por^qu^ . sumamos tambi^n al afiadir ^*1"? 

Sigamos el mtsmo procedimiento <l^n el polinomio "3x^ r ^12x + 5^ 
Tenemos 

3x^ - l^x + 5 = 3(x^ - Jtx ) + 5 , > 

■ = 3(x2 ^) + 5 - (3)(>i) , 

^= 3(x - 2)^ - 7 . 
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Por toato, la grSfica de " • 

I . . ''y « 3x^ - 12x + 5 . 

es una parSboia con v^rtice' (2, -7) y eje^ ? « 2. Se obtiene 
moviendo la grifica de. "y = 3x^" 2 unidades a la derecha y 7 
unidades ^jiapia abajo, 

Como ya puedes haber recoijdado del capftulo 12, este m^todo^ 
para esoriblr un polinomio cuadrStico en una f orma en . la. cual 
la variable entre solamente en un cuadrado perfecto es lo que 
llamamos compleci^ del cuadrado . La forma iresultante se llama 
forma can<5ni.ca del polinomio cuadrStlcp. 

Conlunto de proilemas 16^2 

' 1. Reduce cada uno de los siguiexitfes pplinomios cuadr^ticos a la 
forma can<5nica:- 

(a) - 2x ' (f) 5x^ - lOx - 5 

(b) x^ + X + 1 (g). ^ • • . ^ 

(c) * x^ + 6x {h) x^ + kx, k es un rn&aero real 
. " « (d) x^ - 3x - 2 (1) x^ + /ax - r — 

(e) x^ - 3x + 2 ' • (j) ix^ - 3x + 2 ' . . 

2. Reduce cada uno de los siguient^polihomios cuadriticos a la 
'forma canSnica: 

(a) x?-x+*2 • (d) <x + 5)(x.Ar5) 



"(b) x^ + 3x + 1 . , • (e) 6x2 - X ^ 



A 



(c) 



Sx^ - 2x * . (f) -(x + 1 -.'/2)(x + 1 + >/2) 
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3. describe, sin dibujar las gr^ficag, las parltbolas repreaen- 
. ta<^s por los pollnomlos del problema 2 . 

4. Dibuja la grfifica de 

y = X + 6x + 5 . 

iEn cu^pitos puntos corta .el eje x? iQu^ puntos son? 

^ . ■ ' y , . , * ' ^^^^ , 

5. Dibuja la gr5ficj^ de . . ; 

y » + 6x + 9 , 

■m 

lExi cufintos^ puntos corta el ejB x? *iQuS puntos son? . 



Dibuja la grSfica de 



• y " + 6x + i3 . 



i 

y 

^En cu^ritos punto^ cofta el ej.e ^x?' ^ • 
7 . Reisuelve las ecuac^ojies que se obtienen en los problemas 

4 y 5 cuando se^ asip^a a * y«, el valor cero^V compara los coni^ 

juntos *de validez de esas 'ecuaciones con. losf- con juntos de 
, puntos^ en los que las parabolas cprtan el eje Idea una 

" ' egla' par ^ determinar los .puntos en los que una parabola 

4^nters^ca el eje x. : > t • ^ 

8. Consider a las formas candni-cas de los polinomios quadr^ticos ^ * 
' de los problemas 4, 5 " y 6. ^Cullle^ de esos polinomios • * 

pueden factortzarse como diferencia de dos cuadradoa? 



^4 
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i6-3». Ecuaciones cuadr^tlcas ^ * 

. ^ el problema. 7 aprendimos jjue la'jgrSf ica de la parfibola 

• y w Ax + Bx ' + C • 

■ • ■ ■>• ; 

corta el eje. x en ios puntos cuyas abscisas satisfacen a la ; 

^ Ax + Bx + C =» 0 . * . 

^ta ecuacfSn se llama ecuacign cuadrgtlca si A # 0. • 

Hmos. resuelto tales ecuaciones antes en Iqs. casos en que 
"Ax^ -ij' Bx .+ C" pueda factorizarse cpmo jn pollnomio • sobre los 
ejiteros. iPuede' "2x^ -* 3X + 1" ser factorizado como un polinomio 
$obre'los enterosT -Si ^ asf, revisa el pirocedimiento tpie empleaste 
para resolverla ecuaciSn 

• 2x^ - 3xH 1-0. 

- Ahora podemos ir nn poco mis lejos, pues podemos e&cribir 
cu^lquier polinomio .cuadrltico en la forma can6n£ca. ' 

Eiemplo 1. Resuelve la «cuacie5n • \ * 

x^ -*2x - 2 " 0 ^ - , . " ' 

Primerd escribimos el polinomio en forma can<5nica:\ I. ^ 

^ x2 - 2x - 2 - (x -,1)2 - 3 . * • ^ 

Pues to que 3 » ( , podamos consider ar el polinomio como 

la dif erencia de dos, cuadrados : * 
• ' x^ - 2x - ,2 = <x 1)^ - ( ^) . 

Lueib, yecordemos c6mo se factoriza la diferencia de dos 
cuadradps: . 

- 1)^ - (V3)^ « <(x ^ i>4-V3)((x - 1) - '^^>;. 

Y ahora ya tenemos factorizado" el polinomio sobre los ndmeros ' 

' #• ■ ' ■ • • 

1 reales : , ^- * » . ^ 

• - 2x - 2 - (x ^1 +>/3)(x - i - VT^ , 
. * . Multiplica estos factores y comp^u'eba ^el prodycto. El Paso^ 
final para la soluciiSn es el procediRiiento familiar , 
• escribir la ecuaci<5n "ab 0" en sy forma^equivalgnte 
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"a » 0 6 b « p*^;^ Idohde a 2. ^ son hiSmeros r^ales . 
Entcmces los enuncta^os ^ 

. ^ , . ■- , 2x ~ 2 = 0 . " 



- 1 V'/a) ^x - 1 --/a) « 0 

X = 1 -"/T 6 X = 1 +|/T ,. * • ' 

son*todos equivalentes. i^or consiguiente, conjunto de f 
validez de la Bcuaci6n 0s fl '-^f3, *1 + ^sfs}^ 

Ves asX que el resolver^na ecuaci6n cuadr5tica dep^nde de 
|nuestrH capacidad para diactbriaar polinomio cuadriStico. Adem^s^ 
esa capacidad depende a su. vez de la forma can<5nlca del pollnomio^^ 
Si la formar canqnica es liskdiferencia de dqs cuadrados^ entopices 
podemos fefectuar la f actqri^ci^n. 



E J emplo 2. Resuelve la ecuaciiJji 

2 

• X - 2x + 2 » 0 ^, 

Escribi^ndola eti foma candnica," tenemos 



■ ^ - 2x + 2 ^ (x - 1)^ + 1 . ' ' / 

Pero $sta no es dlferencia de dps cuadradosv y ppr tan to, 
no podmos faptbrizar ^^x 2x + 2" oomo jpolfnomlo sobre los 

ndmeros reales* La^ecuaci^n 

no puede tener soluciones reajes, R<^^q^e ^1) ®s siempre 

' ' . . * - * - - . , , • ■ , ~ 

mayor que o Igual a 0 ;para todq nAnero real ^Por qufi'? 

' Luego, ^(x - 1) + 1 es mayor ^e 0 para todo ntSmero real x/ 

V ^ - , ■ * * - • - 

. "» . « . ^ , - ^ - 

^ " Corij^to de probletoas 16-3 

1. ^E&ctoris:a los siguletites polinomios sobre Ids ntSmeros reales, 
si ^ilo es posible: * ^ . 
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(,a) 6x^ - X - 15 ^ (ej x^'-'a . - 

'(b)* x^ .+ i^s (f) 9x^ - 12x + /' ^ 

« V (c)Ux^ + + 3 . ^ (g) 2(x - 1)^- 5 

(d), 3U - 2)^ + l ' (h) 3x - -Sx^ ' . 

.Resuelve las , ecuaeiones cuadr5ticas slgulentesf . , " 

^ , ^ » . ^ ^ ^ - * «<. 

^ ^ ^ .* ^ . # ^ , . • 

V >(a) +''6x^ + "i^;« 0 ' „ (d) x^='2x + 4 - 

(b)^ 2x^ - 5x « 12 -(e) 2x^ s= 4x - 11 

(ci) x^ + ^^x + 6 « 0 . • (f) 12x^ - 9x = 15 • ,• 

3. Det^irmina las coorBenadas del v^r tice.de la pa^bola cuya • 
, ^ ecuacttfn es ' * . • - ^ 

. • y »-3x^ + 6x - 5 . ' > 

iCu51 es el mayor valo:^ que puede tomar el pollncaaio 

"-3x^ + ex. - 5" T 

4. Kl polinomio ^'x - 8x + 21" nunca puede tomar un valor m^or 
que ciertos enteros positives ♦ "^iCu5l es el mayor de Sstos? 
^Puede tomar valor es mayor es que este entero? ^Soti enteros 
todos los valores del polinomio? | 

'5. Consider a el polinomio 

^ . • > * ^2:^ ^ 4x - 1" 

y su forma canfinica ^ ^ ^ , 

, W.l)2-3 . - ^ 

Puesto que 2=(V2)^\y 3 = (-^)^ "^(x^- D -3" 

. . as la diferencia de.dos c^uadrados y puede, por tanto, factori- 

>i ■ ■ ' 

- ; zarse gomo un polinomio sobre los ntSmeros reales: 

^ • . 2(x - 1)^^^ = (V2(x - 1) + ^) (/f(4' - 1)^- 
' iCn&l es. el conjtinto de vali^ez cie la ecuacitfn ' 

. • * 2x%. 4x - 1 «=. 0, ? ^ - ' 
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6« El perfmetro de un rect^ngulo es de 94 plas y s\i l!rea es de 
496 pies cuadrados. ^Cultles son sus diinensiones? 

7. Se cionstruye una caja abler ta de una l&aina metllica rectauk- 
gular que ti^e^S pulgadas de largo mits de lo qufe tiene de 
anch'o^ de la xnanera siguiente: . se quita de cada esquina; 
medlante co^tes un cuadrado de 2 pulgadas de lado y luego 
se doblan hacia arriba los lados libres. El volumen de la ^ 
caja que as£ se obtiene es de 256 pulgadas ctlblcas. ^Cullies 

. ^ eran las\ dimensiones de la l^uoina met|[llca original? 
8« Dlbuja las gr^ficas de los siguientes enunciados abiertos: 

(a) y < 34 + ox + 5 . -f . 

(b) y ^ \ X y'<= 3x^ - 12x + .13 - ' 
, (c)l y >' 3x - 2x^' ' ' 

(d) y = x^ - 6|xl + 5 . ' ^ • ' 

.9v^lJn cateto de un tri&igulo fectiigulo tiene 1 pie njSs d^ l^^go. 
que el otro y es 8 pies m5s cor to que la hlpotenusa. D^tet^ 
mina las longitudes de los lados del trl^ngyilo rect&jigulo« * * 

10. Una cuerda cuelga de la vpntana de un edlficio^ Si se mantien' 
tensa verticalmente haslfa la base del edificio, quedan 8^ pies 
^e cuerda tendidos^en el suelo^ Si se mantiene tensa de 
manera que el extremo de la cuerda justamente toque el ^suelo^ 
este punto dist^ 28 pies del edificio. ^A- qu€ altura dei ^ 

suelo est£ la ventana? ' 
11* La hipotenusa de un^tri|[ngulo rect^gulo tiene 3 unidades y 

los catetos son de la misma longitude Determina la longitud , 
de un cateto del tri&igulo, 1 

12, Determina la longitud de una diagonal de un cuadrado si la 

» I, 

dlagoTial es 2 pulgadas m^j latga que un l^ido. 

13 • ha longitud de una llinina inet^lica rectangular es 3 pies" 

«3 

m^s que el ancho* Si el 5rea es de 46-^ pies cuadrados, 
determina la longitud. ' - ^ < 
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. La.sma.de dos ni5merps es 9 y la diferencia de sue cuadr^dos 
es 25. Determina los n&neros. 

lla sm& tie 14 veces un niSmero y el cuadrado del ni&iero es\ 

11. Determina el ntlmero, 
. Juan recorre 336 millas hasta^hicago, compra un nueyo 

autoidtfvil? y regress al d^a siguiente por el misrao camino. 

En el yiaje de vuelta^ su velod-idad media ha sido 6 millas 

por'hora menos que a la ida V tard^ 1 bora mSs que al ir. 

Determina la velocidad media en cada viaje. 
.-. La suma dl un.niSmero y de su recfproco es 4. Determina el 



Problemas de repaso 

Dibuja las grSficas de los polinomios siguientes: 
(a) ^3x2 ; • . ^ 



(b) 3x^.+ 3 



(c) 3(x - 3)^ 

(e> Splica^ctfmo puede deducirse la gr5fica de <d), partiendo 
. -de la de (a) 

.2 ■ . . . 

Dada la gr5f ica de X , > , C 

(a) Escribe una ecua^n de la grSfica que se obtiene al 
^ girar la gr^fica de y - media revolucl6h alrededor 
del eje 

.(b) Escribe la ecuaci<fn de la gri'fica^obtenida al mover la de 
y « X? verticalment^; 3 unldades bacia ar^iba. 

(ci Escribe la ecuaciSn de li gr^fica gbt^nida al mover . la , 
' .de y = hori?ont*almente, 2 unidades a la i::quierda. 

'(•d) Escribe la ecaaci<5n de la gr5f ica obtenida al mover la * 
grSfica d^ V = wia'unidad b^cia la derecha y dos 
unidades bacia jabstjo. . ^ 



Noiftbr« las grtocas de las ecuaciones siguientes, cuando ' 
sea posible; es decir "par^bQla'%"3:€ct:a"^ "par 4e rectas", 
>Mil:o", etc,; \ , 

(a) y"-* X , (f)\ — y = 

(b) y « (g) y « (x - 3)2 * ' 

(c) y2 » X? (h) 0 = (x - 3)2 

(d) y » O.x^ ^X^^^ x ^3 = y ^ 2x-y= 3 

(e) X - y = 4 \ " - 

- . ■ Jt ' 

En cada uno de los casos ^iguientes,determina: ^ 

(i) los pmtos en losique la gr^fica Interseca el eje y, 

(ii) los puntos en |os Voue la gr^flca interseca el eje x» 
(iil) el mayor <o el raepo^ valor de la expresitfn, si es 

que hay alguno^ ^ 

(a) x^ ^ 2x 8. (d) X + 4 

(b) x^ + 2x + 3 (e) 12 +*x - x^ 
(cy - x^ + h (-f) |xl 

'ReSuelve ; . . .^li^ 

(a) x^ + 21 « lOx (d) 35x2 - 5ix + 18 « o ; ^ 

(bj x2 = 2x + 1 ^..(e) x^ + 1 = % 

(c) X + 6x? » 1 ^ (f») x2 + 2x + 2 > 0 

La sumg. de dos ntfmeros es 9 Determina los n^ftneros y su 
producto, si ^ste es el mayor posible^ 

Un fabricante de bqtes avero^^ q^A^jgl ctis d^lares de 

cada bote est^ relacionado con^l nAnero de botes fabricados 
cada^dfa mediante la formula 

* ^ c = - lOn + 1^5 ; . 

^Detennina^ el niSmero de botes que €1 debe construir cada dfa 
par^i que el cos to de cada bote sea el menor posible. 




Capf tulo %J 
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una onza pero no mSs de dos 
etc* La Oficitia de Correos 



' PpllBIONES 
17-1, > El concepto de funcj^ n 

] - ^ * * , 
^Tienes habilidad paria *^pllcar cosas con. claridad a los 

demSs? ^C6ino explicarfas a tu l^elnaano menor la matter a exact a de* 
determinar el costo de enviar un p^tquete postal de prifaera clase? 

. Seguramente vas primero a la oMcina de correos mits cercana y 
allf te enteras de^os siguientes^^^&HQ^ relaclonados con 'el correo 
clasificado como de primera clase: Un paquete de una onza o 
menos da peso lleva un f ranqueo posital de 4 q|^tavos ; de mis de 

onzaSj necesita franqu6o\ie 8 qfentavos^** 
np aceptapaquetes que pesen m5s de 
20 .libras para enviarse por correo de pritq^^^ra clase* 

Probablanente explicarfas primero a tu hermano que tendrl <$ixp 
pesar su paquete cuidadosamente y calcular el nt&nero de onzrfs que 
' representa su peso* qti€ conjunto de niSmeros pertenecer^ dicho 
niJmero? Describe con pre^^isidn tal con junto, Luego explicar^s 
c<Smo calcular el ^otal d^el f ranqueo requerido. Este ser5 un nd* « 
mero que expresa centavos* qu$ cotijunto de ndmeros pertenecerS 
este otro ntlmero? Bescrfbelo con precisi<?n. Si el paquete de 
tu hermano pesa 3^ on^as^ ^cu51 serli el costo del franqueo postal 
en centavos? iCu^nto valdr5 si el peso es 20 libras oon 15 ^zas? 
(Recuerda la limitaci6n impuesta al peso del paquete.) y 
En realida*d, el problema de determinar el costo total del 
franqueo postal de primera clase es un problema de aparear l^ os 
ntfmeros de dos conjuntos , Los del primer conjunto son los.n^meros 
-Beales entre 0 y 320^ que representan los pesos de. los paquetes* 
postales calculados en onzas . Los ni$meros del segundo conjunto soij 
nilSieros' enteros entre 0 y 1280^, que representan los precios 
del franqueo en centavos, Y lo que realmente has estado explicando 
a tu hermano es la descripcidn d^ esos dos conjuntos y la .regla 
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que le permitirS asociar a cada niln^ro dadp del primet coa junto 
un ciertp ndmero del segundo cbfi junto. ^ ,, 

Tu hermarfo pue^e preguntarte por una " f drpula*' • ( lo cual, ' 
para tl signif icarfa .una "expresitfn con una variable") qtie le , 
diera autpmSticamente el total del 'cOsto del framq[ueo 'postal para 
cada* nilmero n de onzas* -.iPuedes determinar dicha fiSrimila. cnafe 
asigna a cada nilmero real n enti;e 0* y 320 el nt&aero de cen* 
tavo^ cjue requiere el franqueo? ^Ser5'\ ' * • 

la"f<5rmula deseada? iQu^ estS ipal "en ella? \. ' ' 

Si no puedes fencontrar una formula ad^cu^da, es pos|.ble qUe 
^ puedas complacer a tu hemano mediante una griifica que le dirH^V 

a simple vi^ta los costos del ftraiiqueo. Ditjujemos una 
. de dicha grSfica -(jiara,^^ en onzas desde 0 hasta n =-5) : 



• - 2 5 f 

\ 2 0- 
,16-- 
I 2.- 

S - 



4 . ? 



o- 



H H-^ -i h 



In^erpreta los signif icadgs de los pilntos marpadps con cfrculos 
los puntos marcados en^'negro'* * ^G5mo explicarfas a tu hermarto 
la manera, de u^ilizar *esta gr^fica para averiguar el n\5tnerQ de 

cgntavos asaciado a 3i onzas? ^1 asociado a. 4 onzas? 

», 4- 



I 
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♦ . 17-1 

Quizes entenderfa mejor el probrema del franqueo post>al^si 
se ie construyes una tabla^fcon pesos a intervalos de, digamos, 

>i dnza. Llena los cuadros vacfos de la tabla. 

Franqueo Postal de Prmera Clase 



onzas 


1 

IT 




3 
IT 


1 . 








2 


4' 


4 


^. 


3 


3| 




centavo£ 




























• • ♦ . 



No tienes que sentirte de§animado per no poder det'erminaiT^una 
formula precisa para esta asocisteifin. Hay muchag asociaciones - 
de ni&aeros que no puedai ser descritas median te una expreslpn en 
una variable. Lo' impdrtante es saber s:i la asociacign pu'ede ser 
^descrita de algSn raodo, bien sea en t&rminos ver*bales,' o con una 
gr'^fica^ Q con una tabla, o bien mediante una expresiSn evi una 
variable. 'it . * / . 

Kn los capftulos anter lores muchas veces hemos tenido ocasi^n, 
de un modo u otro, de a^ociar un niSmero real con cada,^elementd de' 
un bonjunto dado. Cuando una idea asf se presenta en tan variadas 
circunstancias, resulta deseable. el sepaif^r dicha idea y estudiarla 
cuidadosamente. Por esto^es que hac^^os^ ahora un estudio est>ecial 
de las asociabione/ de niSmeros reales de da especi'e constderada 
,.en el probletna ^as'^erior del franqueo postal. Priroero fixaminaao^ 
'algunas cuestiones adicionales que impliquen tales asociaciones. 



, ' * Con junto de prpblemas 17"la , * * 

1."^ En cada uno de los casos si^uientes, describe cuidadosameiv,te 
los do s con juntos y la regla que ssocia cada ^element o del 



(a) 


ETntero positivo n 


1 


2 


3 


U 


5 


6 


7 


8 


9 


10 


• • • 




' — * — ' — ^ — 1 — '"^'^ 
en^simo enter 0 iaf>sr 


1 


3 


5 


7 


9 




> 











c6n 1000?) 



250 
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(b) Imagina una miquina calculadora especial, que admite 
cualquier ntSmero real positivo, I'o multiplica por 2, 
luego resta 1 de ese produgto, y nos da el tesultado. 



4 



4 1 


• 


j Multiplica ' 
^ por 2 




Resta 1 




,1 

— ^ 2 / 




», (Si das a esta m5quina el n&nero 17, ^quS te dar5 . 

como-resultado?, ^qu^ nAnero asocia la m^fjuina con el 
■ 0? '^Y con -1?) , ' 

(c) Dibuja dos rectas' nmSricas reales paralelas y toma 
como unidad de medida en la recta superior un segnentp 
el doble de la unidad d^ medida en la recta inferior. 
DespuSs, desliza ,1a recta inferior hasta 'que su punto 

1 se coloque directamente debajo dej. punto 1 de la "reel- 
superior.- Entonces para cada punto de la primera rectr 
(la superior) bay un punto si tuado^ directamente debajo 
en la segunda recta. . iQai ntlmero est^ debajo de -13? 

debajo de 13^ ^CuSl es el 'niiiiero que, median te est-- 
coordinacifin, est^ asociado con 1000? » x 

(d) Dibuja una recta respec-to de un sistema de ejjes coorde 
nados, de tal modo que su pendientd sea 2 y su orJenad 
en,*^ origen sea -1. Para cada ndmero^ a* en el ^je 

S^ay- un niSmero b en ai eje y, *tal <^e (a, b) son las 
coordenadas de lin punto de la recta dada.* (Si tomamos 
' el punto -1 en el eje x, iqu^ ndmero en el eje y 



asbcia la recta a -1? '^Cu5l es e^l ni&iero asoclado con 
- -'1? con 13?) ' * * . 

(e) Para cada n&nero real t tal que |t|<ljj utiiiza la 
expresi<5n lineal '^2t - 1" para obtener un n^Imero aso- : 
ciado. (^Qu^ n^merp *asocia esta expresi6n con - ^? 

lY tfon 2?) ^ 

(f) Dado un ndmero real negatiijp cualquiera; multiplfcalo * 
por 2 y luego resta 1, (^QuS nilmero asocla esta regla 
verbal con -13? con 0?). ' • 

En; cada uno de los casos siguientes, describe Xos dos con junto 
implicados y enuncia verbalmente la regla- que asocia los ele- 
mentos de dichos conjuntos, Indica, en cada caso,* cu^ntos 
elementos asocia la regla con cada elemento del primer con- ' 
juntt), ^ 
(a) A cada ntfinero real c , tal que < 1^ asfgnale un niSmero 

2c - 5 , ^ V" 



(b) A cada ntJmero real d^ asfgnale un ntJmero e, tal ^ 
(d, e) es la solucidn del enunciado "d l^]*^. J 



(c) A cada ni&nero real x, asfgnale un^n&nero y ta 

(x, y) sea, soluci<5n de la ecuaciSn ' ' • » 

* .- ' ■ 

y =*3x + 7. 

(d) A cada enter o p, asfgnale un n&nero^, q tal que (p, q) 
sea soluci<Sn del enunciadp "p > 

.(e)" A cada niJihero racional asfgnale un niJmero v tal 

que (u, v) ,sea soluci6n de la ecifafciSn 

/ 2 \ . 

J>a Mna descri^citfn verbal pr^cisa de la asociaciSn entre el 
peso y el cpsto de un paquete posta^L de primera clase. 
Describe ^^1 funcionamiento de una'm^quina que pesa el paquete 
y autoniaticamente marca sobr^^l^ , el frariqueo de primera 
clase apropiado^ 



Algunas |isociaciones, como las^^de los problemas^ZCb) , (d) 
y (fr), asignan a cada n<5iQfei» del primer conjunto m5s de un ni&aero 
del »=gegundo conjunt^ Obs^rvarSs, sin embargo,, que^en todo5 ,16s 
dem5s probl^mas y ^emplos tratados., cada niSmero elegido en el 
primet conjunto *veiif a ^asociado con exactamente un n^ero del 
segundo conjunto. 

Es'fca es -^la idea, import ante que deseamos pstudiar. Ll^amos 
a tal asociaciSn tina^funciSn. 

...„DadQ5..vin conjunto de ri^eros y una regla «^ue " ' . ^• 

, ; asigna a cada n5mero de este conjuntio exacta- ^ 
mente m^wSmerOj entonces* la asociaci<5n resul- , ^' 
tante 3e niSmeros se llama una funcifin . El^ 
cojijunto^ dado, se -llamai el dominio de definici6n 
de la funcifin, y el conjunto de. los niSmeros 
asignados se ll'ama el campo de valores de la 
f unci6n . , ^ 

Es muy importante compreiider: que dos reglas diferentes dan 
lugar a la misma *funcl<5n si, y s61o si"?? tienen el 4ismo dominio 
de definici<$n y determinan la misma asociacign de ntSmeros. Asf, 
las funciones'de los problemas 1(c) y (d) son las raismas, aunque 
est^n desiritas de" modo dif erente . Pero las funciones de los 
problemas 1(a) y (b) son distintas, porque tienen dominios «e 

definiciSn diferentes* „ ^ 

Ahora vem'os que^una funci^n puede ser 'descrita de varias i 
maneras: Mediante una tab la, como' en el problema 1(a) f por una ^ 
m^qudna, como en el problem^ 1(b); por ur^, dia'grama, comp en el 
prpbletaa 1(c); mediante una grlfic2, como en e-1 problema- 1(d) ; 
por rjiedio de u^a expresiSn con una variable, tal como en el pro- ^ 
blema 1(e); o por una de'scripciSn verbal, como en el' problema l(f 
Para^nuestro prop(5sito, la manera m5s importante de describix 
una funci<5n es -mediante una expresi5n qu% contiene una variable, 
puesto que entonces podemos utilizar m^todos algebraicos para , 



Poo 



estudiar la funcidn. For otra parte,' debemos darnos cuenta de 
<iue una funcjL^ no necesita» y en inuchos casos no poede > ser . 
descrita per medio de una expreslin con una variable. XRecuerda 
el ejemplo del frahqueo postal de primera clase.) El m^todo ' . 
grif ico 'tambi^n es importante, porque nps permite visualizar ciertas 
propi^dades de las furiciones. • 

Conjunto dg problemas 17- lb ' . 

1. ^CuSles entre las asociaciones descritas en el Con junto de 
problemas 17-la, representan funciones? Si para algunas de 

/ ellas no es asf, explica por qu^.^ * • 

2. Para aqtieXlas asociaciones contenidas en el pr9bleraa 2 del 
Conjunto de problemas 17-la, y que desciriben. funciones, 
enuncia la regla, si es posible, mediante ,una expre^6n en x, 
donde x pertenece al'dominio de definicion. Por ejemplo, 

en el prpblema 2(a) la.^regla viene dada por 2x - 5 1 donde x 
es un nilmero real menor que 1.^ . ^ 

3. • En cada uno de los' casOs siguientes, describe (si es posible) 

la funci^n de dos mAneras: (i) mediante una tabla, y 
• (i^i) mediante una expresi^n en x. En cada caso describ? 

el dominio' de definici<5n. .. . 

(a) A-^cada dfa asotia el ingreso ipor laT venta de helados 

* • del' vendedor citado en el capftulo 6 . . . \ 

(b) A cada erttero positivo asocia su r§siduo al dividirlo 

por 5 , ^1 

(c) .A cada ndmero real positive asfgi^ale el producto de 

por* 2 m^^s que el ndtoero. 

(d) * A cada ehtero positive n as6ciale el enisimo primo. 

(e) Asocia a cada dla del afto el nilmero' de dtas restantes del' 
^fio (no bisiesto) . * • 

(f) Asocia a cada niimero de dtflares invertidos al 6% durante 
. un aiio, el niSmero de* dfilares obtenidos como interns. ' 
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(g) Asocia cada longitud del (/iSmetro de Una circunferencia 
con la longitud de ^sta* ^ \ 

(h) Dibuja dos rectas num^ricas ^paralelas e id&itJLcas y 

^ desliza*la de abajb hasta que su punto 0 caiga directa- 
mente debajo^^^el pjmto 1 de la recta de arriba. Entonce 
haz girar la recta inferior media vuelta alradedor de su 
^ punto 0. Ahora asocia a cada niSmero de la recta superior 
el^tSmero que cae directamente debajo en la recta inferior 
girada, ^ ' . ^ - * 

Con cada entero positivo mayor que 1 asocia el mlis pequeflo 
factor (mayor que 'ij del entero. Construye dna tab),a con die^ 
de los paires asociados que nos da esta funcidn* iQu^ enteros 
resultan afeociados cons^.go mismos? ^ > ' ^ , 

El costo del; fpanqueo postal 4e un .paquete est5 determinado 
por el pesQ del paquete en libras pdr exceso* Esto pueda 
describirse asf: A cada- ntfmero real positivo (peso en libra^) ' 
se le asigna el entero m^s prtfximg a ^1^ mayor ,o igual que, €1*^ 
^Define edto una funci^n? ^Puede representarse mediante una 
expresidn con una variable? ^^Cu^l es el dominio de definici6n- 
(Qbserva qtje la^Oficina de-Cbrreos no aceptar^ un paquete 
que pese m^s de 32 libra-s.) ^Qu^ ntJmero asocia esta regla a 
3,7? a 5? ' ^ • 

Asigna a cada ndmera real x el ntSmero -1 si x es racioAa 
y el niSmero 1 si x es irracional. ^Q"^^ ndmeros resultan 
entonces asignados a los niSmeros --If , "i^ "^^^ ^> 

y~ IT 6 ' * • ^ 

^•v2j 10 ? ^Pued^s representar "esta funcion de otra 

^manera que no sea por su descripci6n verbal? 
Algunas veces el dominio de defini^^n de un^a funcion no.est^ 
^nunciado explfcitaraente, pero se sob«i^ntiende que es el mayox 
conjunto de nilmeros reales ^al. cual puede aplicarse la regla 
que determina* la funciSn. Por ejemplo, si una funci6n se 
define medi*Sn^e la expresi^Sn — , entonces a menos que 



• diga'otra cosa. su domlnio. de def inlciSn 'es el conjunto- . • 
de tado? losC ft&oeros reales distintos de -2. (jPor >quS?) 

" toSlogamet^te fel domitii? de d^f inlciSp de la fcnci<Sn definida . 

■p'or -nA^ ' es el cona^co de todps los nAneros reales 
■'iguales o mayores qUe '.-2. (jPor quS?) Determina «1 domi-nlo 
X -de definici&i de cada una de las runciones definidas por - 
las expresiones siguientes: ^ 

(a) x-.- 3 ■„ * 

(bj y^TT^ * (d) V/ ' 

8 En' clertas apaioaolones el dominio de def inicife de una 

• -funcifin puede-automSticamente restrlngirse a acpellos nflmeros 
-,ue condncen a resultados para los cuales el .pi:obleo« tenga 

■. -sentido. Por ejemplo. el faea V de un Yectfegalo de 
VWfmecro fijo de '16 se obtlene mediante A-s(5- s).^ _ 
• dc^de '\ ■ iongitud de u„ lado en pies. Tal expreslSn 

.. s(5 . s) define un, funcitfn para todos los valores reales 
de s • pero en este prbblema'cotScreto/tenmos que limitamos 
a considerar'.sSlo lol vjloies de s .'entre 0 y 5. (^Por qu^?) 

■ icu^les. son los /ominios-de definiciSn de las funciori^s presen- 
■• tadas en los probiemas siguientes? • • 

■ (a) iQu6 interSs se obtiene invirtiendo" x . dfilares durant^e 

un afio.al 4%? . * ^ ' 

(b) -un «iSngulo tiene 12" pulgadas c^uydradis de Srea y su 

basemide K pulgadas. jCbSI es su altura? 
Co-) se tVata de hacer una caja r^dtans^lfc' abierta cort^do 

un cukdrado de lado x de dada esquina de una l«mina 

. " rectangular de lattfn que mide 10" PO' 8" 

• luego-hacia arriba Us partes laterales. iCuSl ,es el 

' ■ volumen de la-raj^? • a 
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L^a hotacitfn funcional * . 

Hembs estado iisando letras como 'nombres. de ntfmeros y ocasio- 
nalmentie cot^o- nogibres de ciertas expresiones. An^logamente 
' emplearemos ^etras' para nombrar' funciones . Si f es una funj^tfn 
<ia$i^V y si 3^ es un iwSmero perteriteciente a su dominio * de . def i- 
nici<5h, entonces designaremos con f(x) eX wSmero que f • asigna 
a X. El sfmbolo "f(x)" se lee "f de x" (no as veces x), 
y el ndmero f(x) se llama -el valor de f en x. 

La notacidn funcional es muy eficaz. ^Asf, cuando queremos 

describir la funciiJn f: "A cada niSmero r^al x le corresponde 

el niJmerpr real 2x - 1", podetnos escribir 

f(^) 2x -"l, para cada ntSmero real x. 
Entonces, . 



Esto es, f asigna a 4 el ni$ine*o. - — . 

^ - ~ 2 



An^logamente. 



f(o) = 2(0) - 1 = -i; 



T«ibi€n, pues, f(a) = 2a - 1* para cuallquier niSmero- real. a. 
iQa^ ntSm^ros /reales estltn representados "por 

f(-|), f(-|), f(|),^ f(s) ^ ^ 

donde es un niSiero real? Si, t un ndmero real, entonces 

f(2t) = 2(2t) - i 4t - 1./ " 

iQu^ ntfmeros reales estSh representados — 

f(-t), .f(t);v 2f(t),\f(t - 1), f(t) - 1? 

. Algunas veces funcidn estivdefinida eri do's o m^s partes, 
tal como la siguiente funciSn h, definida por" 

h{-x) = x., para todo niSmero x tal que x > 0 • * 
h(x) = -X,. para todo ntSmero x tal que x** 0. ' 
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»' -r » ' . . . - 

A pesar de coiitetier dos .ecuaciones, esta definici5n es,,en 

>jerdad, una s^a reglay repi^senta sola funciSn. Es .costumbre* 

abreV£ar el enuticiado de' esta regla, escriblSndola asr-. 




, X i 0 > 



iCua es el dominii de de£inici<5n de h? iCuSl es el ;e;mpo de 
valores de i? Ob^erva que h.(.3) . 3 • y ^ h(3) - 3 . En reelidad, 
ya anteriormente hemos' consider ado esta funciSn h, en la foma 

h(x) - 1x1, gar a toda valor real de x. , > 

' Consideremos. otra funci6n g deflnida asf: V ' 
'* ( g(x ) -1. P*ara todo TiiSmero. real x tal qu6 x< 0, 

I g(x) - -1, 'para todo niSmero real x. tkl que x>0. 
•Es importante darse'cuenta de que^ tamblgn es Ssta una spla^regla 
• que define una sola funcxSn, regVat que resulta de script a en trfes 
.partes. Para ^onveniencia de la escritura, ^breviamos una vez 
mis la descripci.«n de; esta f unci g, escribiendo: , • ' 

. . ^ '\ [-1, x<0, . • <^ 

g(x) =< 0, X = 0, 



1, X. >6. 



Observa^que g asigna un nfimero a todo ndmerfl real; por oonsi- 
guiente; el do.,inio de definicKn de g . es^el conjunto de todos 
los-.n4neros-reales-. iCuSl es el campo de valores de la funciSn? 
Vemos que g(-5) = -1 y g W = 1- iQuS-nfin-^o^ reales *st:«n 
repre'sentarfos por g(-3.2) . s(0) . ' 8(|) . gCVI)? Si a>0. 
•icuSl es -g(a)?. iCuSl es ■g(-a)!\Si' a eS un n4»ero real 
cualqulera. dis'tinto de car,. icuSl es JflaO? jSerS posible , 
escrlbir .g ^edlante -«na regla expresliblfe . con una sola ecuaciSn, 
cono hlclmos para la funcito' h en el 'ejempl'o anterior?, 



Con junto de problemas ' 17-2 
1,. Dada\la funcifin F definida comb sigue; * 

^ F^x) * 2* - ~ para todo nt&aero real x. ' 
iQu$ niSn^eros reales estin representados por:- * 

(a) n-k • (g). F(|-6|) ^ « 

(b) •:F(2)\ . (h) \£jCt), para cualquiet ntfmero 

' . . real t ^ 

(d) Fd) - 1 " .. (j) F(2t) ' ^ • - , 

<«) F(0) ' (k) F(i) * ; • , 

2. Dada Isl fuAicHSn G definida por: ' ✓ 

G(t) = 14 para todo n&nero real t. 
iCu&l es el campo de valores de G? ^Qu^ ntSmeros reales 
/ ^ .efft^n representados poi los siguientesf? ' - 

(a) G(0) * . • ' 

(b) G(a) - G.(-a), jpara cualquier ntJmero real^ a. 

(c) . Gjbli" . ' . . • ■ 

3 f . , 

3. Considera la'funciSn h definida por: . . v 

or t = 0 , 

1, t > 0 . ' ' * 

. iEn que dlf iere esta funcltfn h . de la fiinci^Jn g ^ definida 

en la secci<5n 17-2? (Observa que la misma funciSn puede 

. ^ — . &• 

nombrarse de distintas •maneras y contener diferentes variables 

con tal <iue la regla y el dominio de dfefinici<5n perman^zcan /^ 
* los mismos,) ~ ^ 



4. Considpra la funci&i- k definida porl 



Muestra que k qs la misma funciSn g definida en la ' 
secci)$n 17-2, 
.Dtada la fCinciSn H definida 'por^ 

ndtaeros reales son los 'represent ados por los siguientes' 

(a) H(2) " - / • , * • . \ . 

• (b) H(.|) " • « * '-^ V ' ^ - 



, (C) H(-l) . . . / _ . \ - Vf ' 

(d) -H(-2) • * ^ V/ 
• . (e). fiM) + 1 ^ • ' . 

(f) H(3) ^* . » . ^ 

'-' (g) ti(a), para c^alquier ndmero real a tal que •-i<a<3.'' ^ 

. (h)y H(t«- 1), para'cual-qtiier niSmero real j tal que -2<t<4. 

• (i/ H(t) - 1*, para cualqu^er ^mero real t tal que -3<t<3. 

6. Considera la funci<5n Q defixiida por: , 
. • f-1, x < 0 ' . 

( X, JO < X. 42. 

(a) * iCviSfes el dominio de def ini.ci<5i|r de Q?, 

(b) iCuSl es ei campo de vaJ.ores de /Q? . ^ 
jtcy iQuS n&neros son-lqs representados por: 

^ q(-i),.'qC-|), Q(o),. Q(-|). Q(|)> Q<Tr) ? 

(dj Si R estS definida por , 

/ 2, 0<z<2 , 




-1, -li^<0 , 
es R una funci6n dif ererfte *de . Q? 



" ' " ■ >■ ■ " ' . ■ . . . '* -k'- 
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" 7 . ' Sfea F la^fiLmciSn'definid^en e\ problema 1. iCnil es el 
^ .^ionjunto jia vaXidez de cada uno .de , 16K sigiiientes enunciados? 



(a) -F(k) «-i : (c) nxX ^ -:! \ (e) F(x) > 2 

(b) F(x) < 0 ' (d) F(xJ = X . (f) >(x) i 1 

8. Seau^i.Q--'^ -funciSn definida en el problema 2. Dibuja lais' 
•5ficas i4e ICis conjuntos de validez de JLos eniinciados^ 
siguient'4s: . " 

(a) ^G(x) 1 ■ , " (c) G(x) ± 1 

(ch) ,G(x - 1)' = 1, : ' (d) G(x + 1)>2 

^cribe c5mo difieren entre sf los sigaientes. pares d^ 
funcipnes: ' ♦ ^ ^ y 

(a) .f(x) = X - 2 F(x) = ^^^^ " ; . * v 



. ; . (to 8(x) = x^ -1^ G(t) = ^ 



t + 1 



\ 



17-3* . Grl!f icas de fun6iones • J \ 

" Ijna 'maTie3?B de representor una funci<?n es por medio de una 
gr5fica, cdiDO ya hemos visto antes'' en este capfttilo. pxsSfido una 
funcitfn f est^ defii^ida^^ t^ftrlif ic5£^ de f * es la ^Jfcf ica .del 
con junto de validez de la ecuacl6n ^ *• i- 



Ejemplc? 1. Dibuja la gr^fic^ de la funciSn J definida por: , 
■ ^f(x) = 2x - 1, oix-i2. 

Esta es la grSfica de la ecuacidn • 3c = 2x — ,1, 0£x 



A' 
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lEs ista igual ' que la i^ritfica de la Ifunci 6n , F def inida por 
Eiemplo 2. .J)ibuja,l^ grSfica'^de la funciSn. g def inida por; 
g(x) 0, X r O , , " 



^La grSfica de' g es 



■ 1 < 


1 H ^-H* 1 " 


, 1 i 

-3 -2 -1,0 

^ . 


1 2, 3 * 

1 . 





. ' Con j unto de problemas 17-3a ' 
1. Dibuja las gr^ficas^^de las funciones definidas como sfgue: 
• ' (a.) T(s) ^ + 1, ^1^ s^2 ^ . ' ' 

-.(b) G(x) « W, -3^: 3 
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17-3 ' , \ ^ -5^2- 

(c) U(x) « J 

\ ^ 1 ^> ^ ^ ^ < 3 

(d) v(t) « t^ ;- 1, -2 < t ^ 1 

-1, X < 0 ' 

1, X > 0 



. (e) h(x) = < 
(f) H(z) 

2. iCvi^les son los dominios de definiciSn y. los campds de 
"valor es dfe laiTfuncioneff definidas en el j>robletaa 1| ' - 

3. Dibuja la gr5fi<5a de la funci<5n q def initiifiv^or : 

(-1, -5£:x<-l , 
X, -l^x < 1 , 
x^, ^ 2 ; ^ ; 

4. Da. una regla para definir la funci<5n cuya grSfica la 
recta que va desde (-2; 2) a (4, -1), ipcluidos los ^tremos 

5. T)a una regla p^ra definir la%funci6n cuya grlific^ consiste 
^ en dos segmentos rectilfneos, uno que va desde (-1, 1) a 

(0, 0), incluidos los extreraos , - y el otro que va desde 

(0, .0) hasta (2, 1), excluidos los extremos, ^Cukles son el 

dominio de deffnicidn y el. campo ^e valoices de esta funcifin? 

6. Dibuja la gr5fica de la funcidn f que satlsface a todas . • 
las sigutentes'condiciones sobre el dominio de definici(Sn, . 

■> • , ■ . \ 

, . = 2 , . ^ . , 

. . . f (o), = 0 , ; ^ 

f (l) = 0 , V, ■ - - 

f(2) = 2 . , 

f(x) <Opara 0<x<l. , 

Aho^a que sabemos s:6mo dibujar 'la gr^fica de una funcidn, es* 
natural preguntar si un conjunto dado de puntos en el piano es ia 



grfifica de alguna funci6n. Dibuia varies con juntos de \ : 
puntos^^^regfintate* qu5 es lo o»e la definlci<5n de nana fun- 
ci&i ^ge de su grSfica: Precisamente requiere que para cada' 
abscisa 'en el- dominio de definicifin haya exactamente una orde- 

• ■ 

nada asignada por la funci^n. Asf que, para cada n&aero a 
en el dominio de definicitfn de la funcidn, ^cuSntos puntos. 
de' su grSfica tienen dicho nAmero cbmo abscisa? Si se. tf aza 

^ ♦ 

una recta vertical gepa^te a la griifica de la funcifin, ^en 
cufintos puntos esa recta cort:ar5 la grSfica? iC6mo formula- 
'r^as^la regla correspqndiente a una funcitfn a base de su 
grSfica? * ^ 



o 
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• ' Conjunto de problemas l7-3b s " 

1', Conisidera los cdn;juntQs de puntos,- sin incljjir> los ejes 
CQordaiados, indicados en Xas figuras siguientes: 

« * 

2 t 



|2" 



r 



{a)4 

2 + 



-I 



(e)l 



H — h 
I 2 




'0 



(to) 



-♦H H- 

l 2 



H 1- 



-2\ - 



I I 4 



.01 '2 . 

(a).. 




^Cu^les de las' anter lores figuras son gritficas de fun-- 
clones? Explica la raz^n de tu respuesta en cada caso. 
Como ejemplo, considera la figura (i). Esta figura es ' 

* 

la grSfica de una funciiSn f cuyo dominio de definici&i 
es "el conjnnto de todos los .x tales que -2<x<2. 
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> '2. 



>L^.;j:egl4' cor3|gspondiente a la r£unci6n puede establecerse 
dfil .modo siguiente: SI V^Zi a 4fe2, entonc^s f(a) » b, 
dpp,de (a, b) es el (jiJnicol) punto de la grSfica cuya 

abscisa es ^a. .* . » 

La figura ad^unta es la grifica de una funci5n h. Deduce 

de la grS£ica * i ' ' 

Cfli)' h(-3)% MO), h(2); ^ , 

(^0 ' el dominio <ie defixiiciSn de h; * 

(c3?- Bi campoide valor es de h., ^ . i- 

"i!;-'^'" •>.' . ' -N * > . * ■ ^ 

Y ..... 



















y 
2 

1 






















































































































■ x *' ^ 






-J 
















4 




3 

1 X 
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-3 












\ ^ 



























3. 



"Sea G W con junto de ountos en el piano que es Id grfifica 
de una tier ta funcitfn g. . 

(a) Para cada x en el dominio de definici6n de ' 
iexJJlica^c^ao debes utiliaar la gr5f ica^ para obtener g(x) 

(b) iCiJmo obcien6s el domijiio'de definicitfn de g mediante " 
Xa gr^fica de G? 

(c) Muesti^a que.si (a, b) y (c, d) s6n dos puntos 
difetintos cualesquiera de JLa grSfica G, entonces a ?^ c. 

'Sea G ■ un conjunto cualquiera de puntos en el piano c?on la 
^ propieda<l de .que, si (a, b) y (c, d) son do s^ punto s 
distintos. c\iaiesquiera de G, entonces a ^^c. Ijuestra en- 
tonces que G e6 la grSfica de una funciSn. 
5. Dibuja' la grifica "de la ecuacitfn y^ = x, para 04x<4. 
jEs €sta la.grSfica de alguna f unci6n? ' 



4. 
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17r4. Funciones lineales - 



\ 



Una j|mci<5ii cuj^a grSf ica 'es* jina 3,fnea recta (o una porci;5n 



►de ella)^e llama funcitfn lineal *. Ya has trabajado con funciones 
lineales el capftiilo l4^ pero entonces las estudiabas en^a 
forma^de ^xpresidnes lineales *y ^Puede conpldercgrse cualquier , V 
Ifmea recta ^1 el piano como la griifica de alguna ftincitfn lineal? 

dices respecto de la recta cuya ecuaci<?n es xl* 2? lEs 
posible repjresentar^^toda funci6n lineal medi^mte una expresidn cc 
yna variable? ^Cu^l es la forma feei^eral de tal expresidn? (Re- 
cuerda la forma en y de la ecuaci<5n de una recta/) 

Conjunto de . problemas 17-4 

^ ^ ^ ' ~ \ 

!• Si f es una funciiSn lineal ^ entonces hay ndmeros realea* 

A y B taLers que f (x) - Ax + B para todo " x en el 
dominio dydefinici6n de f. ^ 

(a) Describe la gritfica de f i> si A = 0. 

(b) Describe la^gr^fica de f si ^ ^ 0 y B ^ 0* 

(c) Determina A y B cuandp la gr5fica de f >es el 
^ segm^to rectilineo que une (-3^ 0) con (1, 2), 

incluidos los extremos. - ^ * 

(d) iCuil es el" dominio de definici<5ft de la funcifin consi- 
derada eft la parte (c)? 

(e) Determina A y B .cnando la gr^fica de f es el 
K segmento ^ectilfneo que une (-1^ 1) y (3^ 3), 

. excluyendo los extremes* 

(f) iCu5l es la pendiente'^y ei punto de intersecciSn con 
el^ eje y^ de la gr^fica de la funci6n considerada en 
la parte ^e)?. * ' 

(g) ^Cu^l es el dominio de definicidn de la funcitfn ©onsi- 
derada eaci la parte (e)? , 



2, "^i L es la recta completa que contiene los dos puntos ^ 
• • * (-"S* I) V (1* -1)> describe la ftincifin h • cHya grSfica. 

consiste en los. puntos (x, y) de L tales que. 

. -2<y^2 . 

3v iCuiles de las expresiione&i siguijentes representan funciones 

lineale^ (es decir, tienen una gr^f.j.c^xec^t:ilfnea)? " ^ 
' (a) -.(x - 2-) (*d) . Ixj - 2f ' ' 

4. Sea 'f la funciSn lineal definida per: 

f(x) = - 2,- para todo nt&ierq real x. • '. 
Escribe cada expresi<5n de las consideraJUs en el problema 3, 
como una funci(5n ,g en tgrminos de la funci^n dkd^ f.* 
Eiemplo : I.a expresiSn (a) describe una fmicMn g tal que 

g(x) «_-f(x), para todo nifmero real x. ^ 

5. ^De qu5 raodo estSn relacionadas. las grSficas de f y g 

en aas* partes (a) y. (e) del problema 4? Dibuja cada par 
en un sistema diferer^te de ejes coordenados . . ' 

6. Si F y G son funciones lineales def inldas par.a todo m< ero 

real x por ^ • , ^» V 

^ " F(x) = -3x + 2, •G(x) « 2x - 3 , ^ 

explica qui relaci6n hay entre la gr^flca del enunciaSo 
^ » ^ (y - F(x))(y - G(x)) = 0 * . 

■ * y. las grificas de F y G. (Haz esto ^ dibujar las gr^ficas 
' d© F y G.) 

_ : ■ ; . _ ^ ' ■ ^ ■ ■ ^ ■ 

17-5 • Funciones cuadrllticas 

. : * 

Hemos descrito una funciiSn lineal median te una expresj-Sn 
lineal con una variable; 6^sto es, cualquier funcidn lineal f 

* ^ * 

puede definirse por. • 

f(x) * Ax + B, ^ 
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donde- A, B son nifmeros reales* Es naturltl definir entoixces * 
:^una £unci6n cuadrjtica .coma una fancirfn.r qua estS expresgrda mediant 
un polHiomio cuadr£tico en una variable^ f * 

/ Ax + Bx C, ^ 

donde A, B^-jp son nT&neros reales. Si A » 0 fel polinomio 

cnadr^tico se redjice al caso lineal; per lo tanto^ snpondremos en 
lo que sigue de este citpftulo, qu^ A / 0, , ' 

Ejemplo 1. Define ia funcidn mediante: JL ^ 

* ^ * < ^ ^ 

g(x) * 2x - 3x + 1, ^ara todb ntlmer>o real x, 



Entonces 

g(0) a, g(f ) = 2(|) - 3(f) + 1 = 1, 



•3^ ^/Sx*^- 



^g(t) =. 2t^ - 3t +1, g(2t) = 2(2t)^ - 3(2t) + 1 ' 



« 8t, 6t + 1 , 

g(t - 1) = 2(t - 1')^ - 3(t - 1) + 1 = 2t^ - 7t + 6 
Luego, como g<x) = (2x - l)(x 1), se deduce que 
gCfZ-O y g(l) = 0 . (^Poif qu5?/ 

Obser.va que " * 

• — g(l-2|) - 2i-2f - 3i-2| + 1 - 3 , . , 

mientras que * » " ^ 

lg<-2;| = 12(^2)2 - 3(1- 2) + iN 45 . , 



^ . Conjunto de problemas 17-5a 



S^a f la funciSn cuadrJitica definida por 



f(x) « X - 3x - 21, para todo nftnern reaX x^ 



•^y g la funci<?n cuadrStica definida per 

g(x) - 3x^ - 2,, -34x<3. ' . 

(a) Determine f(-2); f(-|.), f(0), f(|), f(3); f(.a), " 
f(-g-), f(a + l)., donde a es un niimero real cualquiera. . 

\(b) Determina g(-2)^ j) > g(0), g(3); . 
.g(2t - 1), . -Kt <2 . -: , 



(c) Halla el con junto de validez del enunciado • 

.»^f (x) - 0" . * ' , 

(d) Dibxija la griifica. del* enunci-ado "f(x)*^.0" . • . . , . ' 

(e) Detemina f(t) '+ g(t), -3<t<3. ^* • 

. ■ . - , • , '. ■ ■ ^ 

*(£)^ Determina para el raSmero real a: • 

f (a) + 3, f <a + 3) . 3f (a) , f (3a) . ^ / 
Cg) ^Son pollnjcJmios cuadqf5t;icos en a todos los que . 

resultan en la parte (f)? ' 

(h) Determina f(t)g(t)> -3<t<3 

(i) iEs un polin9mio cuadr^tico en t el pplinomio que 
Sfi—Qtliiene "en la parte (e)? el que se obtiene 

en la part^ ,(b)? , 
Describe las funcxones que aparecen en Itos problemas siguientes, 

d<|permina los dominios de definici^n, y resuelve los pyoblemas: 

(a) ^puli| i^s el 5rea A de un tri^ngulo cuya base tiene 
b pulgadas de longitud y cuya altura es 10 pulgadas 
mfis larga que la base? * 

(b) ^Cu^l-es el producto P fie dos ndme^s positivos si la 
sxima del mayor y de dos veces el mi.s pequeno, s, .es 

120? • r ' ' ■ 

(c) Se van. a emplear 120 -pies de alambre para construir~un 
cbtral rectangular a lo largo de la pared de un granero,- 
cqn 5sta como uno de 'los ladps. del corral. Si L es la 
longitud del lado del corral paralelo a"ia pared del 

f granero, determina el Srea A del corral, 
©ibuja 1/a gr5fica^ de la funci^n cuadrJItlaa f deflitij^a por: 

(a) f («) = X. + X - 1, -3 ^ X ^ 2 

(b) f(x) =*3x^-3^-2xx<2' 

(c) • f (x)" = -x^ + 1, -2 < 3 " \ 



17-5 



-550- 



-£n los probXemas desde el 4 ha$ta el 
8, refiSrete a la f^ura 1 y a la 
Igr^f ica de y " V y' tambi^n a la 
secclon 16-1, 




4, Para cualquier nAnero real x. 



Figura 1 
Or. (^Por qu5?) AdemSs, 



"x » 0 si y s$lo si x ^0. Exp Ilea por qu5 la grSfica de 
y « X est5 toda ella p®r encima del eje* x y toca a €ste 
s5lo en el pun to, (0, 0). * ■* . 

5, Para cualquier titJmero real x, » ^ * 

(-x)^ » / ^ , 

3i (a, b) es nti pixrffio de la%gr|[fica dfe • y « x ^ demuestra 
que (-a, b) est5 tambiSn en la gr^fica* (Esto significa que 
la porcitfn de la gr5f ica" que est|[ en el segundo cuadrant;e 
' puede obten^rse girando 1, porciSn cbntenida en el primer 

cuadr»ante alrededor del eje Decimos entonces que "la* 

2 ^ * ' 

X gr5fica de ^ y ^ x " es simgtrlca respecto del, eje vj^.) c/* 

6. Si x es cualt^ier riOmero real tal.que 0<x<l^ entonces 

x<x. (^Por qu^?) Muestra que ,1a porcl&i de la gr5:gica de 

2 ' • * > /* 

y ^ X , para. 0<x<l, est^ por debajo de la grafica de ^ y « : 

7 ^ * Si . 1< Xj entonces ^/ . . * . 

. * x<x^! (^Por qu€?) * ' ^ * 

Muestra que la porciiSn de la grafica- de y = x2,' para K X* 

es t| por » encima de la recta y « x, 

8^ Si a b son ndmeros reales tales que 0<a<bj entonces 

5?<b^. (iPor qu€?) 
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Muestrd que la gr5f ica <le y - sube constantemente '^1 
icjovernos hacia^la derecha^ a paxtir de 0. * 
9. Muestra que una recta- horizontal corta la gr'Sfica de y = x 

' a lo xa&s en 5os puntos. * * ^ 

10. * Elige cuaiquier punto (a, a^) de la grlf ica dte* y - x . 

iCxxil es la pendiente de la r^cta 'que pasa por (^0, 0) y 
. ^r ^, a^)? ' A medida que elegimos- puntes de la gr^fica ' 
priSximos ^l' origen (a proximo a 0), le sucede a. la ^ 

* ' pendieiite de e§j:a recta? ^Puedes explicar«por qui la gt^ca 
12 



de y = X es liana muy cerca d^l origer\^ 



V 

« * 

Los prbblemas desde el 4 al 10 justifican- la grlflca de 
y - dibujada en la figura 1. Esta gr^flca es un ejemplo de 
uAa nargbola . U punto (0, 0) se llama su v|rtice y la recta 

X = 0 su e^i e . , ^ . 

Con lo :que sabemos acerca de la grifica de y^= x , po demos 
obtener gr5£icas de otras funciones ^adrSticas. ''Ya se hlzo 
estcven la secciSn 16-1 para funciones cuadrSticas^particulares. 
Comprvobemas esas extensiones de la'grlfica de y - x a 'laS de 
„ « ^2 + + G Jpara nAneros reales A, B, C, con k i' P. 

V • ' ' 
" Coniunto de probleroas 17- 5b 

1. Describe c5mo difiere la grSfica 

de Tj' ax^ y ^ ®^ ^^^^ 

uno de los casos *siguientes: 

*I (a) a < 1 • . * 

(b) a > 1 • ' ' . 

. (c) -1 < a < 0 

'{d) a < -1 
V (e) lal muy grande 

(Refierete a la figura 2) 
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Describe c6mo difiere la gprlfica de - (x - h)^, de la 
de y « en los casos: >>.'f u 

(a) h>0, ■ (b) h<0. 

(Refi&ete a la flgura 4) . 




, Figura 4 
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4. Otilizjoado los. r^ultados de Xo$ prpblemas 1, ^-vy 3, y 
' , sin dibujar Us grmcas, describe las formas de las para- 
bolas sigptieiates: . 



r (a) y = (x + 1)^ (e) y - 2(x -^2) 

(b) y = -39t^ ' (f ) y = +}f + 

> (c) > - 3 ' • - (g) y = 2(x - 1)^ - 1 



,2 



* ) (d) y » -fx - 1)^ [ ^ i^) y = -2(x*+ 1)' - ~ . , 

5» Si a, h, k son ni$meros reales, di cAno la grSfica de ^ 

y = .a(x - h)? + k. puede obtenerse de la gr^ica de ' y « ^ 
• iCufil es el v^rtice de la parSbpla y « a(x h) + k? iGaSl 

es la ecuacifln del eje de esta parabola?- ^ 
6. iCu5l es la ecuacifin de una parabola cuyo v^rtice es (-li 1) 

y cuyo eje es la recta y = 1? ^CuSntas parabolas cumplen 

esas condiciones? • 



2 ■* 

17-6. La gritfica de y « Aa^ + Bx .-h C 

©a la secci<5n 16-2 aprendimos a poner un polinomiomadr^tico 
Ax^ + Bx + C en la forma a(x' - b)^-+ k. A Ssta la llamamos la ,^ 
forma can<SBica >del polinx>mio. En -la secci6n anterior- aprendimos, 

■ a dibujar la grifica de la ecuacidn y = a(x - h)? + k. ' De modo 
que tenemos un m^todo para representar rSpidamente la grjfica 
de cualquier funci6n cuadrStica . • I 

■ Eiemplo 1^. Dibuja la grifica de la fUncidn f definida por. 
X >^ ■ f (x) «-3x^ + 6x - Iv . , • ^ 

Completando el cuadrado, ob tenemos ' ^ 

-3x^ + 6x - 1> -H^ ^ 2x + 1) - 1 + 3 = -3(x - 1) + 2 . 



La -grSf ica -de y - -3(x - 1) + 2 se obtiene de la de . 
-3x^ como se indica: 




Jjr Para^comprobaryiue el proceso de trasladar' la gr^fica de " ' 
- * ? ' unidad hacia la derecha y luego dos unidades hacla • 

arrviba, nos da realmente la grlflca de y - -^(x - 1)^ + 5, * • 

•fpbdemos argumentar como sigue: Suj^on^amos que (a, b) soft las * 
; coordenadas de un puntb de la grSfica cuya ecuacidu es / 

V . y = -3(x - 1)^ 2. • - r 
Entonces esas coordetiadas deben satisfacer a la ecuaci^n; e&' - 



declr , 



-3(a -" l)? + 2\ . 



ep un-enunciado cierto. Pero entonces 

• , b - -^(a - 1)^ * 

es tambl^n urf finuncia(io cierto, Este enunciado ?f inal afirma que 
el punto de coordenadas (a - 1, .b - .2) est5 en la grto^a de ' 
^ r "^^ - Pero, ^culles son Ip posiciones"^l^tivas de los puntos 
(a - l,.b - 2) y (a, b^? Partiendo de. (a - 1, *b - 2) , .t^nemos 
^S^^J^^^^^^^^i^^'^os 1 unidad hacia la dereclia y 2:unidades hacia. . 
aifriba para alcanzar el punto <a, b) . Esto« precisamente lo <iie . 
hicimos con eada punto de la gr^if ica de y « -Bx^ para lleg^ 
al^piifato correspondi^ente en la gf^fica de * y = -3(x - 1)^ + 2 
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Conjunto de problemas 17-6 , ^ * 

Ascribe la forma caniJniea y dibuja la grlt:6ica de cada uno de 
los polinomios cuadrl^ticos siguientes: , 

(a) x^.- 6x+10 (d) -x^ - X + i 

(b) • 4x^ + 4x - 9 (e) 4x^ + 4cx + • 

(c) 5x^ - 3 _ ^ (f) 5x.. - 3x - -|i 

Para eada .polinomio cuadritico del problema 1, detemina los 
puntos (si los hay) en lo^ que la grifica cxnza el eje x. . 
Demuestra el teorenaa siguiente: Dado cualquier polinomio 
"cuadr^tico , Ax^ + Bx + C, existen n^tperos reales a, h, 

tales que . oi ^ * 

. a(x - h)^ +. k « Ax^ +. Bx + C, para' todo IfSmero reai x. " ; 
Los n&aeros a, h, k estln relacionados con los mSmerds 
A, B, C mediaa^e los tres enunoiados ci^rtos: 

A >^ - B li „ 4AC - B ^ . . ■ . 

a = A, h - - K - -— . 

El problema de transformar u;i polinomio cuadr^tico, tal como 

^2x - Ax + 1» en su forma can^nica puede tambiSn tratarse 

del modo siguiente: ■'Busquemos ntScdf^ros a, h, k (si es posible) 

tales que ♦ - . 

a(x:- h.)^ H- k " -2x^ -.4x +1 
para todo ntjmero vreal x. Simplif icando y agrupando los 
t^rminos del miembro de la issquierda, se tiene 

ax^ - 2ah x + (ah^ + k) - -2x^ - 4x + 1, " - 
para todo niimero real " x. Ahora podemos ver que tenemos 
que dteterminar a, h, ,k • de modo que - 

-a = -2ah - -4/ ah^ + k »"l. (^Por'qug?) ' 

Si a = -2; .entonces' '^-2ah = -4" es equivalente a "4h - -4 , 
es decir, a "h - -1". ^demls, si a « -2 y h - -1, entonces 
"ah^ + k = 1" es equivalente a "-2 + k = 1", es decir,' a 
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- 3" . Con a « -2, h « -1, 2 k - 3, tenemos 

' . -2(x ^ l)^ + 3 - -2x^ r 4x + 1, . 
, para tpdo.ntSmero real x. 

Utilizando este mStodo halla la forma canSnica de cada 
uno de los sigulentes poliiibmios: 
' (a) ,3x^ - 7x + 5 ^ 

' \ 2 * ^' 

Ccj Ax + Bx + C, donde A, B, son ntSmeros reales. 



17-7.* Soluciones de' ecuaclones cnadr^tjLcas 

Cons^flerenios lt)s tres polinomios cu'adrSticos* 

x^ + 2x - 3, x^ + 2x + 1, x^ + 2x + 3, 

y sus grSficas reprfesentadas en la figura 5. * 



r. 




Figura 5 , 



ERIC 



31 G 



4 

X 

2 



- -557- • ♦17-7 

Observa que la gr^flca de y - + 2x - 3 cruza el eje x 
gn' dos puntos ; la de y - "x^ + 2x + 1, toca el eje x en mi solo 
punto ; y la gr^fica de y .« x^ + '2x + 3 no inter seca eX eje x. 
.^Cu^l es la ordenada de cualquier punto del\je x? Otra manera 
de describir las inter secclones de esas gritficas con el eje x 
es : El conjxinto de^validez de , . 

^ + 2x 3 » 0 es {-3, l} , 
de ■ x^ + 2x + 1 = 0 es {-l}, > 

de .x^+2x+3»0 es • 0 . * 

En general, puesto que la grSfica de 

^ y - Ax + Bx + C * * 

es siempre una parSbola (si A ^ 0), pareqe eyideiite que el 
conjunto de validez de la ecuacitfn puadrStica 

- Ax^ + Bx + C » p 

consistirfi en ninguno, uno o dos ntfeieros reales segiSn- que la 
parabola no inter seque, toque o inter seque el eje x. - . 

. Ya hemos aprendido a resolver una ecua'cidn cuadr^tica cuyo 
miembro de la izquierda puede ser f actorizado como uA polinomio 
sobre l6s enteros. Ahora consideremos el polinomio cuadr5tico 

+'2x - 1. ' 
Sabemos que no puede factorizarse comp polin-omio sobre los enteros 
(iPor qu«?) En el capftulo 12 aprendinvos a escribirlo eh esta 

otra forma: • " 

' ^, 2x - 1 » (x+ 1) - 2 

(X + 1)^ - 

es decir;, como diferencia de dos ^cuadrados. Por tanto, podemos 
factorizar -x^ + 2x - 1 como un polinomio sobre los niSmeros 
reales: ' v ^ — 

: +. 2x - 1 » (^x + 1) +{2) ((X + 1) - Y^J. 

(Comprugbalo efectuando la multiplicacitfn) 

Entonces . 



- * ■' * . X + 2X - 1 ra 0 , \ • : 

, 5? + 1 + - 0 6* X + 1 - a/1" = 0 , * ; 

• ^ = -1 - y/2' 6 X = -1 + ^ , ' - ^ , 

s. ■ *" " ■ • • , • ■ 

son todos ellos enunciados equivalentes, y por tanto, el ^onjutito ' 
de validez de * . 

. X? + 2x - 1 « 0 es - ^ 

^stB ejemplo nos sugiere ut^^oj^eidimiento general para ^ ^- 
^dbcidir si^uria ecuacifin cuadir^ticfa tien^e soluciones teales, y pi ^ 
. e# asf, determinar las soXuciones • Hemq^ moslirado que cuaXquier 
ecuacidn cuadr^tlca • 

, Ax^ + Bx + C « 0 
puede s6r e^crita en la forma can&iica a > 

a(x - h)^ + k - 0.«* , 

Supoxigamos que a es positive^ Si asx no fuera, podemos taulti-* ^ 

plicar ambos miembros por (-1) • El caso en el cual k es un 

niSmero positivo pu^de ser tratado r||[pidament%^ porque sabemos quV 

la grifica de* a(x - h) + k esti toda ella por encima del eje 

X *cuando a* k son positivos," Entonces no puede cruzar el 

eje x« Luego, no hay solupiones reales de .la ecuaci^Sn si k>0« 

Cuando* k « 0^ vemos que la gr^fica de a(x - h) toca el 
eje X en el punto (h, 0)« Luego, hay una soluci^n real^ si ' 

k « 0, / , 

. Queda, pues, el caso en que k es ^m n&nero negati*vo* En- 
tonces podemog escribir / ; 

. a(x - h)? + k - a(x - h)^ - <-k) • 
Si k< 0^ ^hay algt^n n&aero real cuyo cuadra/io sea (^-k)? iC6mo 
• factorizamo^ la dif erencia de dos "cuadrados? El resultado serf a 

a(x^ h)^ - (-k) « C/lt(x - h) + V-k)( fSr(x - h) - f^) 
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as! que,* cuando Ic es negative, el polinomio a(x - h) k< 
puede siempre factorizarse sobr.e los n&neros reales, y la ecuaciAa 
ti^e dos soluclones reales. < ' 

Ejemplo 1> ^actoriza (a) . 2x^ + 3x - 1^ . (b) x'' + 3x'+ ,4. 

(a) 2x^ + 3x - 1 « 2(x +4) - ^ «:omprueba esto) 

(b) X +*3x + ^ (x + "j) + ^ . (Comprueba est6) 



Aqu£ k es un li^ero positive, y no podemos :^ctorizar 
«sta suma de dos cuadrados cpmo polinomio soBre los nfimeros 
reales,-' En efecto, x^ + 3x + 4 nunca puede tomar el valor 0 
para ningdn valor real de .x, porcfie x"*" + 3x + 4 es 1^ suma 
de un ndmero no negative' <x + -|)^ y un ntJmero positive ^ . 



2 



E.iemplo 2. Resiielve la ecuacidn x - 3x +7-0, 

Las ecuaciones x-3x +7 = 0, 

' ■ 2 

> * Sx*^ ^ x - 7 » 0 , 

-i) - "SS = ° ' (iPor qud?) 
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X. 



•son todays equlvalentes * .Por conslguienite^ el conjutito de 
valldes de * ' . • • . • ' ■ 



* 2' 

x - 3x + 7 



es 



Con.imito de problanas 17-7 



i. FactorizA los sigulentes polinomios cuadriStlcos sobre lojs 
^n^menos reales, cuando sea posible: 



(a) - iot + 26 

(b) Sx*^ - X - 12 

(c) /-|x^ + W+ 6 

(d) hy^ + 2y +.-| 

(e) + 7x, + 14 



(f) 2. - 2z * 
X (fi) 1'- Sx^ . 

(1) 5v^ - 5v - ^ 



(J) x*^ + (a + b)x + ab, ay 
nijmeros reales cuale^^quiei 
2. Resuelve las siguientes ecuaciones cuadrSticas: 



(a) ^ - -ax^ =5 0 

(b) U - X 



(e) ^t^ + |t + I = 0 



0 



it) ^y^ + 2y - 3 

(g) -2/ + ■y'^- I 

(h) 3n^ « 7n 



(c) h - X + 3x^ = 0 

(d) - s - "I = 0 • 



0 
0 



V 



3. ionsidera el j^olinomio cuadrltico ^en su forma caniJnica, 

a(x - h)^, + k, donde a, h, Ic son nt!meros* reales y a 0. 

(a) Establece una regla para decidir si este pollnomio sob 
los niJfotteros reales puede factorizar^e o no. 

(b) Si a, h, k. son enteros, iqni condi clones deben cumpl 
dichos nttmeros para gar antizar "que el polinomio sobre 
los enteros puede ser factorizado? 

(c) Establece una regla para decidir si el conjunto de 
valldez de ' 
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* ^ ; a(x ^ h)^.+ J« » 0 ■ • J i 

contlene ninguno, xolq o dds n^imeros r^ales. ' 

4. ' Traduce los siguientes en enun^lados abler tos y resuelve: ^ 

'(a) El per^Daetro de im rectlbgulo es de 12 pul^jgadas y su \ .•• 

; ^rea es de 7 pulgadas cuadradas. iCxiiX es el nAnero 

X de pulgadas de |a longitud de' su lado mayor? 
■ " (b) Un lado de tm tr^ingulo rect&igulo tiene x pulgadas - -j 

\ y es una pulgada, miis largo que el -segundo lado,- pero 

<► ■ ■ ^ " • •■• 

es dos pulgadas 'm|s cor to que la hipoteniisa. Determina 

- ' (c) La suma de dos niSoaeros es 5 y s^ producto es 9 . j^Cu51es 

• son dichos n^beros? ' \ • • ' ' ' *^ 

5 . Considera el polinomio/cuadrStico general Ak Bx + C ♦ 
Dmuestra que* , 
(a) Ax^>+ Bx + C - A 



2 , . - — /J^ 4. 'B \^ B^- 4AC N ■ i • 



4A 

(b) Si/B'*' - 4AC< 0,. entonces Ax'^ + Bx + C * 0 no tiene 
soluci^n real . 

(c) Si B^ - 4AC = 0, entonces Ax^ + Sx + C « 0 tiene una 

" B ■'''''* 
,soluci<5n real » ^ ~ " 2a * • 

(d) Si B^ - 4AC>0^ entonces- Ax^ + Bx + C = 0 tiene dos 
soluciones reales: » 

X - 2A ' " 2A . • 

(Este tfltimo enunciado se llama la £6rmula cuadrjttlca 
para calcular las/soltijciones de ^la ecuaci6n cuadr^tlca.) 
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, ' > ■ • ,^ ■ ' ■ 
Ik5s nume3?o3 indlcan las- paginas en ea texto'. 

a^ cuadrado, . 44' 
aWcisa, 4i6' 



•aglrupaci<5n de tennlnosy 323 
aproxJiaaca:<5n,: 299 
de n/^, » 506 
* asociativa * 

propiedad. . 
■ . de la inwltlplicacl6n, 27, 71, 153/ 202' 

. • . de la Buma, 24, 71, -^130, 141, .201 

"base, , 265 ' , ' 

campo de valores de una funclon, 55^ ; ' 
cardinal,, ntimero, 3 v , ' . ' . 

cpvo » - 

, exponentes cero, 272 . * v . . 

• no tiene reciisroco, 173 • . 

. ; propiedad, adltlva del, 57, 72, 151*, I^K ' 

I ; pi^pledad multlplicatlva del, 5&, 72, .146, 15IV 178 

clausura , ^ , * 

• • propiedad de, 17, 61, 71, 20f 
cociente, 364 < . 
cociente indicado, 234 ^ 
coeficiente, 31 8 / 
comparacion . > 

propiedad de, 105,116, 185, 202 >^ 
Gomplecion del cuadrado, 335, 373, 519 
.oonJ\mfco, 1 * • " " 

>, ^J^e sol-uciones. 13^ 

de validez, 45, 56 

- de un sisteraa, 480 

elemento de,* 1" 

flnito, 5 
, Infinite, 5 ■ " 

miembro de, 1 , • • 

nulo, 2 

' vacfo, 2 , . ^ 

coranutativa ' , • . , " 

* ^^°^.^de^la multlpllcacion,. 28, 71, l46,/15V201 
* de la suma, 26, 71, 130, l4l, 201^ 
constante, 31 8 

constante de proporclonalidad, 45O * 
contlene, 43^ , * n. 

_contradiccl6n, 173 " ' . 

cbbrdienada, 9," 4 16 

correspondencia, 8 • , . . 

Criba de Eratostenes, 252, 253 
cuadrado, 265 , . 

ciaadrado de un numero, 44 . * 

cuadrado de \jn numero distlnto de cero es positlvo^ 
cuadrado perfecto'o exacto, 287, 331, 373 
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G^ubo; 265 . 
Qemostracldn, 157 • " V ' 

inclirecta, 175 
/^;por coiitradlccion, 175> 28a 
denomlnador^^ . 222 ' * 

' raclonalizacidn de., 296 \ 
descomposlcldn en faotores primps, 255 
descpmposlclon sob:re los entepos positives^ 25O , 
desigualdades eqiiivalent^9j 592 ^ , 
diferencia. de ojadrados^ , 526^ 575 
distanola *dQsde ,b hasta 219^ 
distaneia entre, 115, 219 • • ^ 

. distrllDutlva ^ * 
/ propledad. 51. 66^ 67, 71,. 146, 155, 2p2/298 
diyldendo, 564 I ^ 

divlsme por, 246 • v ^ 
division^ 225, 2^ 

comprobacioiil 224 , 

de polinom?.oi, 565; 564 
^IndiCada^^ 254 , 
divisor, 564\ > 
dbminlo, 38, 102 , . 
dominlo d^ deflnlcl6n> 552 
ec\iaci6n, 50 , 

cuadratlca, 521, .556 
ecuaclQnes fraccionariasj 599 ^ 
ecuaclones que contlenelhi expreslones factorizada^, 
eje, 516 

eje de coordenadas, 4l7^ * 
elemento de un con junto, V 
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para la multlpllcacidn, 58, 162, 202 
' para la'^suma, 57, 161, 201 
elevacidn al ouadrado ,en,una ecuacldn, 402 
enteros, . 98, 250 _ 
enunclado, 22,^ %1 ^ 

abiertd, 42, 56, 82 

compuesto, 5^^ , 

con la conjuncldn \o,' 55 ^ 
_ ^ con la conjuncion ^.j * 5^ 

numerlco, 22 
enunclados ablertos equlvalentes, 585 
enunclados equlvalentes, 168, lo9, 198 
es -aproximadamente Iguat a,^ 502 
estructura, 201 _ 
exlstenciar del inverse multiplicatlvo, 165 
exponent es, 265 

^cero, 272 

negatives, 272 
expresion raclonal, 555 



factor de un entero, 246 > 
factor propi-b," ^ . ;\ 

fac tores de >sumas, 26? * • 
fac^tores r divisiblliflad, 245 - • 
factorizacAjSn, 350 ' * ^ ; 

factorizacl6n de un polinomio, 5m ^ 

forma c^anpnlca. 519* 553 . 

forma en y, 425 , • * * , 

f6rmula cuadratlca, Sol',. • - 

frfecciones^ S, 231 *, ^ " - , 

resta de/ 256 v ' ' 

'* suma de, 234, 256 " . 

frase, 21 . , ^ ; 

. abierta,^ 42, 7T \ ' , 

num^rlca, 21 ; \ 

funcidii, 532 ' ,\ " • • ; ; 

cuadrat^lcav 548 ^ y , 
lineal, 546 ' a . 

gradd* de ^un pollnojnio, 31p . ' , 

graflca, 12, 427 , . ^, w ii^>i 

de enunc,i:ados abiertos conMos variabiles, ^^1 
de enunciados ablertos que contlenen el valor absolute 
de enunc3.ados able3;'t^s que contlenen solainente enteroff 
de funciones, 540 ' / • 
de polinomlos cuadraticos, 509 

de un, enunciado, 55^ 56 «4.a iiA 

. . del conjunto de valldez.de un enunclado ablerto, 4^ 
del polinomlo, ' 450 

igualdad . . • 

propledad adltiva.de, 133, 141 

•propledadea de, 205 ' ' ^ 

slgno de, 19 
inecuaciones pollnomlcas, 406 

intersec-clon con el eje y, 439 ^ *. . 

invfirso, 180 ^ " 

■ . aditivo, 135, 201 • ' 

Multlpllcativo, 162, 163, 171, 202 
line&l eri X. 449 

iaayor que, 49, 185 . 
luayor que o igual a, 54 ■ 
aenor que, - 49, 102, 11.6, 185 
qienor que o IguajL a, 54 - . . 
■n^todo de reducci6n, 491 

iagtodb' de~sustitucl6n, 497 * \ • *> 

=alembro de un conjunto, 1 , 

.filnlmo^ comun denominador, ^57 

ijjCnlmo', comun multlglo, 59, 256 , > . 

iionoralo, -317 ^ * 




. -de fracciones, 228 / 

de "numeros. peales, ,145 \ 

de u» niAmero real por 155 ■ ' * . 

en la recta n-ujn^rica, 14 » ' 
mxJltiplo,. . 5 • ' % 

minimo comyn, 59, 256 " 
norabre mas senQillo para un rwaraero, 2hQ 
nombres oor^lentes, ' 19, 228 , 
notacion-runcional, 556 
numera'dor, 222 ' ^ * 

nui^ierales, 19 " > ' ■ 

nilmero - , 

< cardinal, 2 ' , I \ ■ \ . 

de laf aritm^tlca," 11 , , '* ^ i 

irracibnal, 98, fl6,"287, 299, 

es irracional, -28? 
nattlral, 2 ' ' -^^ — , v 
; . negative, li 6 ' 

negative real, 98 . ' . • 

positive, 113 ^ , * 

^ positive real, 98 * 
prime, 25O, 2.52 • - ... 

raclenal, 9, 98, 287 

Veal, 98, 116 , , .. 

eperacldn blnarla, 24, 109, 201 ^ ' • ' 

operacienes baslcas, 18O ^ ^ 

opue%tos, 107, 108, '110, 117, 209 ' \^ . . ' 

propledad adltlva de, 131* lAl\, 
ordenacldn ' V , , ' . 

relaclon de, 185, ^ 
ordenada, ' 4l6 ' 
ordenada en. el prlgen, 439 

'par erdenado; 417 \ ^ ♦ . 

parabola, ,516, 561 ' ^ ^ , . 

pendlente, 440 . " 

^lano" numerlco^. 415 - ^ ^ 

pollnoraio . V >■ - - V 

.cuadratlce,, 318, 336, 373, 509 ^ / 

sebrelos entires, 3l4 X. ^ ^ 

sobre les numeros raclona^es, 350 ^ 
• sob3?e les numej*os reales/* 35O . • ' * 

peteficla, 265 . • »• 

producto de dos j^meros reales (deflnlcldn), l47 
producto Indlcado', 19 
propledad, 23 . 

adltlva, 202, 2O5 • . . 

asoclatlva, 201 , ^ « , i 

conmutatlva, 201 ~ ^. 

de la.lgualdad, 133, i4l • - 



de la ordenaetlon, ; i8t, i88, 190 ; 

de los opuestQS, , ^ . . ^ 

del cero; 5?* 72, 151, 1^1 

elemento identidad, 1 62, 201 

de la multlplicacidn, 2?, 7H 153, 202 

^ de la suma, 24, 71,_130, 141, 201 

" conmutatiya ' ^ 

de li iHultlpllcacidn, 28, 71, 146, 151, 201 ■ 

de la suma, 26, 7% 130, l4l., 201 

, de la multlpllcacidn, 17, ' 61 ,.. 71 , 201 
de la suma, j61, 71, 201 , 
. de Gomparacidn, 105, 116,185, 202 

»dlstribu1:lva, 31, 66, 67,'7<l', 1^6, ^15^, 202, 298, 
multipllcativa, ^ 202, 205 
. asbclatlva,* 27i«71, 153 

conmutatlva, 2^, 71, 1^6, 151, 201 " 
. * de la Igualdad, 167 

.de la ordenacldn, -195, 196 
del cero, 58, 72, 146, 15I, 178 
del urJls., 58, 72, 151, 255 • 
eleraerito Identidad, 56, l62, 202 
usos de, ,156 
tran^ltiva, 106, II8, 185, 202, 205 
propiedadps. ^ o 

de la comparacion, IO5, II6, 185, 202 
> de la igualdad, 205 

de la multipldcacidn (V. .propledad, multlplicativa 
de la suma (V. propiedad adltiva) 
. de los exponentes, 270, 271, 272 • 
f undamentales , 200 ' 
proporcional , 495 ^ - * 

racionalizacion del denominador, 296 
radl.cales, 286, 290, 294 , 
raices, 285 ' . 

ralz ! 

cuadrada, ' 283, 284, 30Q 
aproxlmar . Vx", 3O0 
metodo de tanteos, 300 ^ 
positiva, 283 
• -s/S" es irracional, 287 
Guarta, 286 ■ 

cubica, 285 • , 

en^sima, 286 
razon, 232, 495 

reclprocos, 172, 175 . 
recta nura^rlca, 7, 9, 97, 101 * 
reduciendo ^rmlnos, 158 
reductlo ad abswrdum, 173 
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reflex! vldad^' 205 . • * 

3?flacl6n binarla, 185 \ . 1^ 

. yelacidn <3le orxaenacidn, >l85 • . • i 

resoXver, . I3fl^ . . . * ' "^j 

. resta • ■ , ■ ,i 

definicldri de, 209, 240 ^ . ^ . • i 

. de fracc^ones, .256 - . ' " • , . 

,,eu la recta cium^rica, .,24o 

en t^rmlnos de,.dlstanci^tvL 21,8 > ; ! 

. no as asoolativa, 215 - * , ■ ^ 

l-esto, 564 .* a . ! 

satlsfacer a tin enunciado, 422 " 
si y solamente si, .169 
, signo de igualdad, 19 *. • v' ■ 

, simbolo " « 302 . . . - ,5 

, slstemas de ecuadiones, 479 ^ * ' • 

aistemas de Inecuaclqnes, 5OO I . . . i 

soiucldn de un enuncladq, 422 .- / . . j 

<a(*4ioluciones, ■ 134 . , j 

^ conjunto de, 134 . ' j 

de eciiaclones, 166 , . • ^ / « 

subcon junto", 3 ' • • ' I 

propio, 1 4 * • / 

^ucesor, T ; tv , 

suma , . " . '• 4 

de ezpreslones raclonales, 359 , » • j 

de fracclones, 256 ^ , * * * r v 

* de ntameros reales, 121, 124, 127. l4o 
| , en l*a recta num^riea,* l4 ' ' 

| . . Indlcada, 19 . * 
sustrjaccion (V. resta) . 

teorema, 158; ' . \^ • n 

Teorema Pundamental de^la iftrltmetica, 256 ^ ■ 

tdiTBiihos de una frase,. 157 • 

tradyccion . , " 

de Ta Igualdad a la ordenacidn, 19I ' 

de la ordenacidn a la igualdad, " 191, 193 ■• 
transitiva- ^ ■^ , ^ 

prbpiedad, 106, 11 6, 185, 202, 205 ' ^ 

\5nico, 137, 163 - , , ■ 

uno, propiedad inultlplicativa, del, 58, 72, «151 
validez, eonjunto de, 45, 56, 166, 167 

de un sistema, 480 
' valor absoiuto, 1 12, 113, 114, ,115, 117 

valor de una 1^'cidn, 536 e 
varfa de manera dlreGt§inente propor clonal a, 450, ^51 ; 
*varla de manera inversamente proporclonal a, 45i . , - 

variable, 38, 77, 102 * 

valor de, 30 ^ 

. yariacidn . -* . , 

horizontal, 440 * • r,-, * 

vertical, 440 ' , * ^ . <«i - • 

^ v^rtice, 516 ■ - r . . 
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